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Representando um jogo com lances

simultaneos

Exemplo: Pedra, papel, tesoura

Pedra
Jogador1  Papel

Tesoura

Roberto Guena (USP)

Jogador 2
Pedra Papel  Tesoura
0, O -1, 1 1,-1
1,-1 0, 0 -1, 1
-1, 1 1,-1 0, O
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Jogos de soma zero

Quando em todas as células da representacao matricial do
jogo a soma dos payoffs dos jogadores é constante, diz-se
que trata-se de um jogo de soma zero, ou de soma constante.
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Representacao resumida de um jogo de

sOoma zero.

Exemplo: pedra, papel, tesoura

Jogador 2
Pedra Papel  Tesoura
Pedra 0 -1 1
Jogador1  Papel 1 0 -1
Tesoura -1 1 0
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Equilibrio de Nash

Um equilibrio de Nash é uma combinagao de estratégias tal
gue, para cada jogador, sua estratégia é a melhor possivel
dadas as estratégias adotadas pelos outros jogadores.
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Estratégias dominantes

Estratégias dominantes

Uma estratégia dominante é uma estratégia que paga o maior
payoff entre todas as estratégias de um jogador, quaisquer
gue sejam as estratégias adotadas pelos outros jogadores.

Estratégias fracamente dominantes

Uma estratégia fracamente dominante € uma estratégia que
paga um payoff ao menos tao bom quanto qualquer outra
estratégia, quaisquer que sejam as estratégias adotadas
pelos outros jogadores, e que paga um payoff superior ao de
cada estratégia alternativa para, ao menos, uma combinacgao
de estratégias adotadas pelos outros jogadores.
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Equilibrio com estratégias dominantes

Caso todos jogadores possuam estratégias dominantes, entao
a combinacao dessas estratégias é um equilibrio de Nash
conhecido como equilibrio com estratégias dominantes.
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Jogador 2
Esquerda  Direita
Acima 4,4 1,0
Jogadorl Apaixe [ 0,1 0,0

@ Acima é estratégia dominante para o jogador 1.
@ Esquerda é estratégia dominante para o jogador 2.

@ (Acima, Esquerda) é um equilibrio de Nash com
estratégias dominantes.

Roberto Guena (USP) Jogos simultéaneos 19 de agosto de 2011 8/34



O dilema dos prisioneiros

Dois parceiros de um crime sao interrogados
simultaneamente por agentes policiais. A cada um dos
criminosos é contada a seguinte histéria: as provas gque
temos contra vocés nos permitem impor uma pena de 3 anos
de prisao a cada um. Todavia, nés sabemos (mas nao temos
provas) que vocés participaram de um sequestro. Se vocé
confessar a participagcao nesse crime, ndés podemos atenuar
sua pena da seguinte maneira. Se vocé confessar o sequestro
e seu companheiro nao confessar, sua pena sera de apenas
um ano e seu companheiro tera pena de 9 anos de cadeia. A
reciproca é verdadeira. Se ambos confessarem, todavia, ndo
sera possivel atenuar tanto a pena e cada um de vocés sera
condenado a 5 anos de cadeia.
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O dilema dos prisioneiros

Representacao na forma estratégica

Prisioneiro 2

Confessa Nao confessa
- . Confessa -5,-5 -1,-9
Prisioneiro 1 Nao confessa -9, -1 -3,-3

@ Para os dois prisioneiros, confessar é estratégia
dominante.

@ No equilibrio com estratégia dominantes ambos
confessam.
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Quando apenas um jogador possui

estratégia dominante
A batalha do Mar de Bismark

Marinha Japonesa

Norte Sul
Norte 2 2

USAF
Sul 1 3

@ Para a Marinha Japonesa, Norte é fracamente dominante.

@ Sabendo disso a forca aérea americana deve escolher
Norte.
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Quando apenas um jogador possui

estratégia dominante
A batalha do Mar de Bismark

Marinha Japonesa

Norte  Sul
USAF Norte 2 ,2/
Sul | 1 3

@ Para a Marinha Japonesa, Norte é fracamente dominante.

@ Sabendo disso a forca aérea americana deve escolher
Norte.
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Estratégias dominadas

Dominancia estrita

Dizemos que a estratégia B é estritamente dominada pela
estratégia A caso A gere um payoff maior do que B
independentemente das estratégias escolhidas pelos outros
jogadores.

Dominancia fraca

Caso A nunca seja pior do que B e, para ao menos uma
combinacado de estratégias adotadas pelos outros jogadores,
A seja melhor do que B, dizemos que B é fracamente
dominada por A.
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Eliminacao recursiva de estratégias

dominadas

Como os jogadores nao tém razao para jogar estratégias
dominadas, por vezes, o equilibrio de Nash pode ser
encontrado eliminando-se recursivamente as estratégias
dominadas.
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Exemplo: guerra de precos

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 60,60 | 36,70 | 36,35
Zia Peppa Médio | 70,36 | 50,50 | 30,35
Baixo | 35,36 | 35,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Dom Pepe

Alto Médio

Alto | 60,60 | 36,70

Zia Peppa Médio | 70,36 | 50,50
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Exemplo: guerra de precos

Dom Pepe
Médio

Zia Peppa Médio 50,50
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Estratégias de minimax

Definicao

Em um jogo de soma zero, uma estratégia de minimax é uma
estratégia que torna maximo o pior resultado do jogador, ou,
equivalentemente, que torna minimo o melhor resultado de
seu oponente.

Equilibrio com estratégias minimax

Se, em um jogo de soma zero, os dois jogadores jogam
estratégias de minimax, entao a combinacao dessas
estratégias é um equilibrio de Nash.
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 C2 C3
A 2 5 13
Jogador 2 k2 6 6 10
{3 6 5 1
I 10 3 -2
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 C2 C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 k2 6 6 10
{3 6 5 1
I 10 3 -2
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 C2 C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
13 6 5 1
L4 10 3 -2
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 C2 C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
I3 6 5 1 min= 1
La 10 3 -2
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 Co C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
I3 6 5 1 min= 1
L4 10 3 -2 min=—1
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 C2 C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
I3 6 5 1 min= 1
L4 10 3 -2 min=—1
max=10
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 Co C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
I3 6 5 1 min= 1
L4 10 3 -2 min=—1

max=10 max=6
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 Co C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
I3 6 5 1 min= 1
L4 10 3 -2 min=—1

max=10 max=6 max=13
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 Co C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
I3 6 5 1 min= 1
L4 10 3 -2 min=—1

max=10 max=6 max=13

@ A linha com maior minimo é /5.
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 Co C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
I3 6 5 1 min= 1
L4 10 3 -2 min=—1

max=10 max=6 max=13

@ A linha com maior minimo é /5.
@ A coluna com menor maximo é c».
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Minimax - exemplo

Jogador 2
C1 Co C3
{1 2 5 13 min= 2
Jogador 2 1> 6 6 10 min= 6
I3 6 5 1 min= 1
L4 10 3 -2 min=—1

max=10 max=6 max=13
@ A linha com maior minimo é /5.
@ A coluna com menor maximo é c».

@ O equilibrio de minmax é (£3, ¢>)
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Exemplo: guerra de precos

Método 1: riscar respostas nao 6timas

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 60,60 | 36,70 | 36,35

Zia Peppa Médio | 70,36 | 50,50 | 30,35
Baixo | 35,36 | 35,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 1: riscar respostas nao 6timas

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 0,60 | 36,70 | 36,35

Zia Peppa Médio | 70,36 | 50,50 | 30,35
Baixo | 3$,36 | 35,30 | 25,25

19 de agosto de 2011 17/ 34

Roberto Guena (USP) Jogos simultaneos



Exemplo: guerra de precos

Método 1: riscar respostas nao 6timas

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 0,60 | 6,70 | 36,35

Zia Peppa Médio | 70,36 | 50,50 | 30,35
Baixo | 36,36 | 36,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 1: riscar respostas nao 6timas

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 80,60 | 26,70 | 36,35
Zia Peppa Médio | 70,36 | 50,50 | 30,35
Baixo | 36,36 | 56,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 1: riscar respostas nao 6timas

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 60,60 | 26,70 | 36,35
Zia Peppa Médio | 70,36 | 50,50 | 30,35
Baixo | 36,36 | 36,30 | 26,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 1: riscar respostas nao 6timas

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 00,600 | 26,70 | 36,35

Zia Peppa Médio | 70,26 | 50,50
Baixo | 36,36 | 36,30 | 26,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 1: riscar respostas nao 6timas

Dom Pepe

Alto Médio Baixo

Alto | 60,60 | 26,70 | 36,35

Zia Peppa Médio | 70,26 | 50,50 | 30,3
Baixo | 36,36 | 36,30 | 25,26
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Exemplo: guerra de precos

Método 2: marcar melhores respostas.

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 60,60 | 36,70 | 36,35

Zia Peppa Médio | 70,36 | 50,50 | 30,35
Baixo | 35,36 | 35,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 2: marcar melhores respostas.

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 60,60 | 36,70 | 36,35

Zia Peppa Médio 70,36 | 50,50 | 30,35
Baixo | 35,36 | 35,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 2: marcar melhores respostas.

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto | 60,60 | 36,70 | 36,35

Zia Peppa Médio | 70,36 | 60,50 | 30,35
Baixo | 35,36 | 35,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 2: marcar melhores respostas.

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto [ 60,60 [ 36,70 [B6,35
Zia Peppa Médio |70,36 [ 60,50 | 30,35
Baixo | 35,36 | 35,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 2: marcar melhores respostas.

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto [ 60,60 | 36,00 | 36,35
Zia Peppa Médio 70,36 [ 60,50 | 30,35
Baixo | 35,36 | 35,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 2: marcar melhores respostas.

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto [60,60 | 36,00 | 36,35

Zia Peppa Médio | 70,36 | 60,60 | 30,35
Baixo | 35,36 | 35,30 | 25,25
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Exemplo: guerra de precos

Método 2: marcar melhores respostas.

Dom Pepe
Alto Médio Baixo
Alto [60,60 | 36,00 | 36,35
Zia Peppa Médio | 70,36 | 60,60 | 30,35
Baixo | 35,86 | 35,30 | 25,25
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Estratégias puras que sao escolha de

variaveis continuas
Exemplo

As pizzarias Don Peppe (DP) e Zia Peppa (ZP) devem escolher
0s precgos de suas pizzas. As duas pizzarias produzem com
custo médio constante de R$ 3 por pizza. As funcdes de
demanda para cada pizzaria sao:

Xpp(Ppp, Pzp) = 12 — ppp + 0, 5pzp

Xzp(Ppp, Pzp) =12 — pzp+ 0, 5ppp

Quais sao as funcdes de reacao para cada pizzaria. Quais sao
0s precos no equilibrio de Nash? Quais sdo os precos que
maximizam os lucros conjuntos das duas pizzarias?
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Quando Zia Peppa da a melhor resposta a

Dom Pepe?

O lucro da Zia Peppa é

Tizp = (Pzp — 3)Xzp = (Pzp — 3)(12 — pzp + 0, 5ppp)
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Quando Zia Peppa da a melhor resposta a

Dom Pepe?

O lucro da Zia Peppa é

Tizp = (Pzp — 3)Xzp = (Pzp — 3)(12 — pzp + 0, 5ppp)

A melhor resposta da Zia Peppa ocorre quando ela escolhe o

preco gque torna esse lucro maximo, quando isso ocorre,
temos

oTizp

oXzp

Roberto Guena (USP) Jogos simultaneos 19 de agosto de 2011 20/ 34



Quando Zia Peppa da a melhor resposta a

Dom Pepe?

O lucro da Zia Peppa é

Tizp = (Pzp — 3)Xzp = (Pzp — 3)(12 — pzp + 0, 5ppp)

A melhor resposta da Zia Peppa ocorre quando ela escolhe o

preco gque torna esse lucro maximo, quando isso ocorre,
temos

oTizp
——=0=>15-2pzp+0,5Ppp=0
oXzp
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Quando Zia Peppa da a melhor resposta a

Dom Pepe?

O lucro da Zia Peppa é

Tizp = (Pzp — 3)Xzp = (Pzp — 3)(12 — pzp + 0, 5ppp)

A melhor resposta da Zia Peppa ocorre quando ela escolhe o

preco gque torna esse lucro maximo, quando isso ocorre,
temos

oTizp
——=0=>15-2pzp+0,5Ppp=0
oXzp

= pzp=7,5+0,25ppp

Funcao de melhor resposta da ZP.
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Quando Dom Pepe da a melhor resposta a

Zia Peppa?

O lucro de Dom Pepe é

Tpp = (Ppp — 3)Xpp = (Pop — 3)(12 — ppp + 0, 5pzp)
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Quando Dom Pepe da a melhor resposta a

Zia Peppa?

O lucro de Dom Pepe é

Tpp = (Ppp — 3)Xpp = (Pop — 3)(12 — ppp + 0, 5pzp)

A melhor resposta de Dom Pepe ocorre quando ele escolhe o
preco gque torna esse lucro maximo, quando isso ocorre,
temos

oTizp

oXzp
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Quando Dom Pepe da a melhor resposta a

Zia Peppa?

O lucro de Dom Pepe é

Tpp = (Ppp — 3)Xpp = (Pop — 3)(12 — ppp + 0, 5pzp)

A melhor resposta de Dom Pepe ocorre quando ele escolhe o
preco gque torna esse lucro maximo, quando isso ocorre,
temos

oTizp

—— =0=>15-2ppp+0,5Pzp =0
oXzp
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Quando Dom Pepe da a melhor resposta a

Zia Peppa?

O lucro de Dom Pepe é

Tpp = (Ppp — 3)Xpp = (Pop — 3)(12 — ppp + 0, 5pzp)

A melhor resposta de Dom Pepe ocorre quando ele escolhe o
preco gque torna esse lucro maximo, quando isso ocorre,
temos

oTizp
—— =0=>15-2ppp+0,5Pzp =0
oXzp

= ppp=7,5+0,25pz

Funcao de melhor resposta da DP.
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Equilibrio de Nash

Cada pizzaria deve praticar um preco que é melhor resposta
ao precgo praticado pela outra:

pzp=7,5+0,25Ppp
ppop=7,5+0,25Pz

Resolvendo essas duas equacodes, obtemos os precos
praticados no equilibrio de Nash:

pzp = ppp =10
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Maximizacao do lucro conjunto

O lucro conjunto das das pizzarias é

T = Tizp + Tlpp
=(pzp —3)(12 —pzr + 0, 5ppp) + (Pop — 3)(12 — ppp + 0, 5pzp)

As condicdes de maximo de primeira ordem sao

om

dpzp
om

dppp
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Maximizacao do lucro conjunto

O lucro conjunto das das pizzarias é

T = Tizp + Tlpp
=(pzp —3)(12 —pzr + 0, 5ppp) + (Pop — 3)(12 — ppp + 0, 5pzp)

As condicdes de maximo de primeira ordem sao

om

opzp
om

oPpp

=0 13,5-2pzp+ppp=0
=
=0 13,5—-2ppp+pzp =0
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Maximizacao do lucro conjunto

O lucro conjunto das das pizzarias é

T = Tizp + Tlpp
=(pzp —3)(12 —pzr + 0, 5ppp) + (Pop — 3)(12 — ppp + 0, 5pzp)

As condicdes de maximo de primeira ordem sao

o
3 =0 13,5-2pzp +ppp =0 pzp=13,5
Pzp = -

oT
=0 13,5-2ppp+pzp =0 pop=13,5
oPpp
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Solucao grafica

0 +—+—F—F+——F—F+——F—F+—+ Pz
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Solucao grafica

melhor resposta
de Zia Peppa

0 +—+—F—F+—F—H——F—F+—— Pz
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Solucao grafica

Ppp

T melhor resposta

1 1 de Zia Peppa

10 -

melhor resposta
de Dom Pepe

0 +—+—F—F+—F—H——F—F+—— Pz
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Solucao grafica

Ppp

YT melhor resposta

1> | deZiaPeppa

10 -

equilibrio
de Nash melhor resposta

de Dom Pepe

01%1%‘%‘%\%1%1%/"2}3
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Solucao grafica

Ppp o
lucro maximo
14 | melhor resposta
12 4 de Zia Peppa
10
8 .
6 equilibrio
1 de Nash melhor resposta
4+ de Dom Pepe
2 4
0 +——F+—F—+—+H—+—++—+> Pz
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Exemplo: o jogo da metade da média

Dois jogadores devem escolher simultaneamente um nimero
real maior ou igual a zero e menor ou igual a 100. Se o
numero escolhido por um jogador for igual a metade da
média entre os dois nimeros escolhidos, esse jogador
ganhara um prémio de R$5.000,00.
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Solucao

Sejam x1 o0 niumero escolhido pelo jogador 1 e x> o nUmero

escolhido pelo jogador 2. Para que x; seja a melhor escolha
do jogador 1 dado x, é preciso que
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Solucao

Sejam x1 o0 niumero escolhido pelo jogador 1 e x> o nUmero

escolhido pelo jogador 2. Para que x; seja a melhor escolha
do jogador 1 dado x, é preciso que

(X1 +x2)/2
2

X1 =
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Solucao

Sejam x1 o0 niumero escolhido pelo jogador 1 e x> o nUmero

escolhido pelo jogador 2. Para que x; seja a melhor escolha
do jogador 1 dado x, é preciso que

X]=———— =X = —. 1
1 1=3 (1)
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Sejam x1 o0 niumero escolhido pelo jogador 1 e x> o nUmero

escolhido pelo jogador 2. Para que x; seja a melhor escolha
do jogador 1 dado x, é preciso que

(X1 —|—X2)/2 X2

X]=———— =X = —. 1
1 > 1=3 (1)

Para que x, seja a melhor escolha do jogador 2 dado x; é
preciso que

Xy = ———— = x5 = —, 2
2 2=3 (2)
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Sejam x1 o0 niumero escolhido pelo jogador 1 e x> o nUmero
escolhido pelo jogador 2. Para que x; seja a melhor escolha
do jogador 1 dado x, é preciso que

(X1 —|—X2)/2 X2
=" sxa=. (1)

Para que x, seja a melhor escolha do jogador 2 dado x; é
preciso que

X2 =—"T—"""=2>X2=—. (2)

O equilibrio de Nash ocorre quando (1) e (2) ocorrem
simultaneamente, ou seja quando

X1=X2=0
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Solucao grafica
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Racionalizacao do equilibrio
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Racionalizacao do equilibrio
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Trés ou mais jogadores

Exemplo: o jogo do jardim na rua

Talia
contribui (C) nao contribui (N)
Nina Nina
C N C N
, 55,5(13,6,3 . C|3,3,6|1,4,4
Emily Emily
6,3,314,4,1 N 41,4222

Roberto Guena (USP) Jogos simultaneos 19 de agosto de 2011 29/34



Multiplos equilibrios

Exemplo: corrida armamentista

Controla
USA Controi

Roberto Guena (USP)

URSS
Controla Constroi
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Exemplo: chicken

Dean
Chicken Durao
Chicken 0, O -1, 1
James "5 50 121 | =2.-2
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Exemplo: Batalha dos sexos

Ele
Ballet  Futebol
Ela Ballet 2,1 0,0
Futebol 0,0 1,2
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Equilibrio de Nash e estratégias

fracamente dominadas

B
0 1 2
0 0,0 0, 5 0, O
Al 5,0 00 0 |-5 0
2 0,0 0,-5 =5,-5
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Jogos sem equilibrios em estratégias

puras - exemplo

Hingis

DL cC

DL [ 50 80
Seles - T30 20
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