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Funcao de utilidade indireta

A funcao de utilidade indireta (V) é definida por

V(p, m) =U(x(p, m))



Exemplo: preferéncias Cobb-Douglas

Funcao de utilidade:

_ yayb
U(x1, X2) = XX,

Funcao de demanda:

a m bm)

x*(p1, P2, M), x3(p1, P2, M)) = —, —
(x1 (P1, P2, M), X5 (P1, P2, M)) (a+bp1 E

Funcao de utilidade indireta:

V(pl,pz,m):( ° m)a( ° m)b

atbpi) \at+bps

(&) () )



Exemplo: substitutos perfeitos

Funcao de utilidade:
U(x1, x2) = ax1 + x2

Funcao de demanda:

{(% 0)} caso p1 < ap»
X*(p1, p2, M) = 1 {(X1, X2) : p1X1 + P2Xx2 =M} caso p1 = ap>
{(O, pﬂz)} caso p1 > ap»
Funcao de utilidade indireta:
az caso p1 < ap>
P1 am
V(p1, p2.m={al =2 casop;=ap; =———.
(p1, p2, M) iqpl 2 p1 = ap2 B —

m >
o caso p1 > ap>



Exemplo: complementares perfeitos

Funcao de utilidade:
U(x1, x2) = min{ax1, X2}

Funcao de demanda:

m am )

x(pLPZr m) :( ’
P1+ap2 pi1+ap2

Funcao de utilidade indireta:

m am } am

V(p1, p2, m) = min{a , = .
P1+ap2 pi+ap2 P1+ap2



Propriedades da funcao de utilidade indireta

Homogénea de grau zero;

nao decrescente em relacao a renda;

nao crescente em relacao aos precos;

quase convexa: quaisquer p®>0, m°>0,p! >0, m!>0e
0<a<l,seV(p®mo=>Vv(pl m!), entdo

V[ap® + (1—a)pt, am® + (1 — a)m'] < v(p°, m°);

se ela for diferenciavel,
oV(p,m)
x*(p, m) = av‘f’m) (Identidade de Roy)

om




Identidade de Roy e quase convexidade

Considere p > 0 e m quaisquer.
Denote x = x*(p, m) de sorte que V(p, M) = U(X).

Para qualquer outro vetor de precos p > 0, se a renda for dada por
m=p-X, V(p,p-X) = U(X)=V(p,m)).

Assim, p resolve o problema de minimizar V(p, m) dada a restrigao
m=p-X.

O lagrangeano desse problema é

Z=V(Pp,m-—A(p-Xx—m)



Identidade de Roy e quase convexidade (continuacao)

As condicdes de minimo de primeira ordem devem ser verificadas para

p=p:
0 .
— 7= 0:>—V(p,m)+)\x, 0, parai=1,...,L
op; op;
e
° £ =0 ° % A=0
R => —_— , =
Py Py (p,m)—
Combinando as duas, obtemos
aVv(p,rh)
Ao P
(p m) Xi= aV(p, i)

om



Identidade de Roy e quase convexidade (continuacao)

A condicao de minimo de segunda ordem também deve ser atendida
em p =p.

Esta requer, que a fungao objetivo, V(p, m) seja localmete
quase-convexa no ponto p, M.

Como esse resultado é valido para quaisquer p> 0 e m > 0, a funcao de
utilidade indireta é globalmente quase convexa.

Note que a quase convexidade da funcao de utilidade indireta nao
depende de qualquer hipétese de convexidade da funcdo de utilidade.

10



Exemplo com p; constante.

m = p1X1 + p2X2

V(p1, p2, m)=10

p1 P1

CI:U()A(L)A(Z):V(IA)LIA)L rlh) 11



Exemplo: preferéncias Cobb Douglas

o -() () )

° a’ b b m \atb
_V(pllpz,m):—a a+1( ) ( )

P p1 p>) \a+b
° a\e/ b\°P matb-1
2ol 3] (2]
9
_6%1: g ﬂ:Xf(plrpz,m)
o 2o
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Exemplo: complementares perfeitos

am
V(p1, p2, m) = ———
p1+ap2
3 " ; am
—V{p1,pP2M)=—"-"-T=
ap1 (P1 + ap2)2
3 a
a_V(PLPz,m) ==
m P1+ap2
2 m
- = x5 (P1, P2, M)

 p1+ap2

am
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Dispéndio e demanda compensada
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O problema da minimizacao do gasto

Considere o problema de escolher a cesta de bens x para uma
consumidora de modo a minimizar o custo com a aquisicao dessa cesta,

P-X
atendendo a um requisito de utilidade minima
Ux)=>u
e as condigdes de consumo nao negativo,

x; > 0.
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O problema de minimizacao de gasto

O lagrangeano do problema é
L
& =p-x—AUX)— 0] — > pix;
i=1

Assumindo nao saciedade local, as condicdes de 12 ordem implicam

U(x) =

16



Minimizacao de gasto: propriedades da solucao

Caso na solugao x;, X; > 0,

pi P =>UM9,-_g
UMg; UMg; UMg; p;

Caso na solugao x; =0 e x; > 0,

pi—Mi  Pj pi p; UMg;<UM9,-=>UM9,-<g

= = > = < S
UMg; UMg; ~UMg;  UMg; = p;i ~ pj  UMg; ™ p
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Solucao grafica

Curvas de isocusto Solucao
X2 X2
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Funcao de demanda compensada

Sejam hi(p,u), ..., hi(p, u) as fungbdes que geram as quantidades 6timas
de bens para o problema de minimizacao de gastos. Elas sao chamadas
funcdes de demanda compensadas ou funcdes de demanda hicksianas
dos bens, 1,...,L.

A funcéo h(p, u) = (h1(p, u), ..., h.(p, u)) é denominada, funcao de
demanda compensada.
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A funcao dispéndio

A funcao dispéndio, notada por e(p, u), é a funcao que determina o
gasto 6timo associado ao problema de minimizacao de gasto. Ela é
definida por

e(p,u)=p-h(p,u)

20



Exemplo: derivando curvas com p; =1

v(p1,1,m)=u*

h1(p1, 1, U*)
X1
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Identidades importantes

x*(p, e(p, u)) =h(p, u)

h(p, V(p, m)) = x(p, m)
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Exemplo: preferéncias Cobb-Douglas

A funcao de utilidade indireta
alerb b m a+b
V(p1, p2, m) = (—) (—) ( )
p1 p2 a+b

Funcao dispéndio:

V(p1, P2, €(p1, P2, U)) =u

) () (55

b

1 (P1\35 (P23
e(p1, bz, u)=(a bua+b(—) (—)
(P1, P2, U) =(a+b) a b
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Exemplo: Substitutos perfeitos

A funcao de utilidade indireta
V(p1, p2, m) =

am
min{p1, apz}

Funcao dispéndio:

V(p1, p2, €(p1, p2,u)) =u
ae(py, p2,u)
min{p1, ap2}

u
e(p1, p2,u) = 2 min{p1, ap2}.
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Exemplo: Complementares perfeitos

A funcao de utilidade indireta
V(p1, p2, m) =

am
p1+ap2

Funcao dispéndio:

V(p1, p2, €(p1, p2,u)) =u
ae(p1, p2, u)
p1+ap2

u
e(p1, p2,U) = g(pl +ap2)
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Propriedades da funcao de dispéndio

1. Nao decrescente em relacao aos precos.
2. Homogénea de grau 1 em relagao aos precos:

e(api, apz, u) =ae(pi, p2,u), a=>0

3. Crescente em relacao a utilidade.
4. Concava em relagao aos precos
5. Lema de Shephard: ae(p Y — hi(p, u)
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Lema de Shephard

Denote x = h(p, Q).
Para qualquer p, p-x > e(p, (), ou seja,

g(p)=e(p,U)—p-x<0.

Como g(p) = 0, entdo p maximiza g(p), portanto, deve valer a condigao
de 12 ordem

ag9(p oe(p oe(p
M:0:> (p)—)“(,-:O:> (p):)?,-:h;(ﬁ,u).
op; op;j op;j

Também deve valer a condigao de 22 ordem, o que implica que g(p)

deve ser convexa, o que requer que e(p, ) também seja concava.
28



e(p1, p2, u) € concava em relacao a p;

m = p1X1 + p2X2

Re e d

p1 P1

0 =U(X1, X2) = e(p1, p2, M)
29



Exemplo: preferéncias Cobb-Douglas

2 _b_
e(Pl, P2, U) = (a‘i‘b)Uﬁ (%)aw (pz)a+b

b
h 9e(p1. p2, U) ( u )% (pz)—aib
o u) = —— g
o P op1 a?pb P1
de(p1, p2, U) u \a5 (P15
h ! 4 U)=—"m—m—m= b( ) ( )
P ) op2 adpb p2
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Exemplo: complementares perfeitos

u
e(p1, P2, U) = E(Pl + ap2)

oe(p1, p2,u) U
hi(p1, p2, u) = 1 3

oe(p1, p2, u)
h1(p1, p2,u) = —apz =u
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Lei da demanda compensada

Pela definicao da funcao dispéndio,

p-h(p,u)<p-h(p,u)
p-h(p,u)<p-h(p,u)
Somando as duas desigualdades e rearranjando os termos,

(B—P)-[h(p,u)—h(p,u)] <0
Ap-Ah(p,y) <0

<
<

A demanda compensada varia em direcdo oposta a da variacdo nos
precos. Se o preco de um Unico bem varia a demanda compensada
desse bem nao pode variar na mesma direcao.

32



Curvas de demanda marshalliana e de demanda compensada -

bem normal

P1

h1(p1. p3. v(p1, P3, M*))

h1(p1, p3, v(p2, 3, m*))

X1
33



Curvas de demanda marshalliana e de demanda compensada -

bem inferior

P1

x1(p1, p3, m*)

1(P1, P35, v(P1, P3, M™))

X1
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Curvas de demanda marshalliana e de demanda compensada -

preferéncias quase-lineares

Py

Xl(pll p;' m*)
=h1(p1, p3, v(p2, p3, m*))
=h1(p1, p3, v(p1, P5, M*))

X1
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Medidas de variacao de bem estar
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Variacao compensatodria

Seja uma mudanca nos precos e na renda do consumidor dos valores
iniciais (p?, p3, m°) para os valores finais (p], p3, m'). Associada a essa
mudanca definimos a variacdo compensatéria na renda desse
consumidor (VC) como a reducao na renda (ou o negativo do aumento
na renda) necessaria(o) para fazer com que, a partir dos precos e renda
finais (p1, p3, m*), o consumidor volte a obter em equilibrio, 0 mesmo
nivel de utilidade que obtia com os precos e renda originais, (p?, p3, m°).

37



Variacao compensatdria - definicoes equivalentes

Usando a funcao de utilidade indireta:
V(py, p3, m* —VC) = V(p?, pg, m°)

Usando a funcao dispéndio:
VC =m'—e(pl, pl, v(p?, pJ, m°))

38



Representacao grafica: reducao em p;.

X2
ngl +P2X2 =M

P1X1+p2X2 =M

pix1+p2x2 = e(pl, p2, V(p?, p2, m))

vc
p2 >

-«

X1
39



Variacao equivalente

Seja uma mudanca nos precos e na renda do consumidor dos valores
iniciais (p?, p3, m°) para os valores finais (p], p3, m'). Associada a essa
mudanca definimos a variacao equivalente na renda desse consumidor
(VE) como o aumento na renda (ou o negativo da reducao na renda)
necessario(a) para fazer com que, a partir dos precos e renda iniciais
(p2, P9, m®), o consumidor passasse a obter em equilibrio, 0 mesmo
nivel de utilidade que obteria com os pregos e renda finais, (p3, p3, m*).

40



Variacao equivalente - definicoes equivalentes

Usando a funcao de utilidade indireta:
V(pY, p3, m® + VE) = V(pl, pl, m*)

Usando a funcao dispéndio:

VE = e(p?, p3, V(pl, p3, mb)) —m°

41



Representacao grafica: reducao em p;.

X2

VE
-~ p —

ngl +P2X2 =M

P1X1+p2X2 =M

pix1+p2x2 = e(p?, p2, V(pl, p2, m))

X1
42



Variacao compensatdria e equivalente e demanda compensada

Variacao compensatoria

P
VC = e(p}, p2, u®) — e(py, p2, u°) = J . M(p1, p2, u®)dp:
P1
Variacao equivalente
Py
VE = e(p?, p2, u*) — e(p, p2, u*) = f , Mp1 p2, u')dpy
P1

Nas quais u® = V(p?,p2,m) e u'=V(pl, p2,m)

43



Variacées compensatdria e equivalente como areas

Var. compensatdria Variacao equivalente
P1 P1
hi(p1, p2,ut)

44



Comparando as medidas

Bens normais VC < VE
Bens inferiores VC > VE
Preferéncias quase-lineares VC = VE

45



Excedente do consumidor

Em se tratando de um bem com demanda independente da renda
(preferéncias quase-lineares), as duas areas do slide anterior coincidem
e sao chamadas variacao no excedente do consumidor.

46



Uma medida aproximada

P1

47



Equacao de Slutsky




Decomposicao de Hicks - bem normal, reducao em p;

p9Xx1 + pax2 =m

p1X1+pP2x2 =m

pixi+p2x2 =e(pl, p2, V(p?, p2, m))

X1

—> Efeito preco
Efeito substituicdo ———=————»"Ffeito renda

48



Efeito substituicao

O efeito substituicao associado a uma mudanca no preco do bem 1 de
p? para pi, com o preco do bem dois e a renda constantesem p, e m é
dado por

ES = h1(p1, p2, V(PY, p2, m)) — x1(p?, p2, m)
= h1(p1, P2, V(p}, P2, m)) = ha(p, p2, V(p3, p2, m))

49



Efeito renda

O efeito renda associado a uma mudanca no preco do bem 1 de p‘l’ para
pi, com o preco do bem dois e a renda constantes em p, e m é dado por

ER = x1(p], p2, m)— h1(p, p2, V(0S, p2, m))

50



llustracao grafica - reducao de preco, bem normal

X1

p1
. hi(p1, p3, v(p?, p3, m*))
pl ______
p% ______ * *
: : Xl(plrpzfm )
L
I

ef. substituicao —

ef. renda ! —
ef. total |

—_—
1
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llustracao grafica - aumento de preco, bem normal

p1
O [p==m=s
ol a_
P L x1(p1, p5, m*)
| * 0 p* *
- hi(p1, p3. v(py, P53, m™))
U I

ef. substituicao : —
ef. renda —— I
ef. total |

|
——
1
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llustracao grafica - aumento de preco, bem inferior

P1

- I ef. renda
' «— ef. total 53



Trés possibilidades

Bens normais: Efeitos substituicdo e renda tém a mesma direcao.

Bens inferiores ordinadrios: Efeitos substituicdo e renda tém sinal
contrario e efeito substituicdo € maior, em mddulo, ao efeito
renda.

Bens de Giffen: Efeitos substituicao e renda tém sinal contrario e
efeito renda é maior, em médulo, ao efeito substituicao.

54



Decomposicao de Slutsky: ilustracao grafica

X2
p9Xx1 + pax2 =m

p1X1+pP2x2 =m

P1X1+P2x2 =m+ Ap1x?

X1

—> Efeito preco
Efeito substituicdo ————»——»"Efeito renda

55



Efeitos substituicao e renda de Slutsky

Convencoes

Ap1=p;—p  x?=x1(pY, p2, m)

Definicoes:

Os efeitos substituicao e renda de Slutsky (respectivamente ESS e ERS)
associados a uma mudanca no preco do bem 1 de pg para p%, com o
preco do bem dois e a renda constantes em p, e m sao dados por

ESS = x1(p1, p2, M+ Ap1x2) — x1(p2, p2, M)

ERS = x1(p3, p2, M) — X1(p3, P2, M + Ap1X?)

56



Efeitos substituicao de Slutsky: aproximacao linear

ESS = x1(p}, p2, M + Ap1x2) — x1(p2, p2, M)
= x1(p2 + Ap1, P2, M+ Ap1xY) — x1(pY, P2, M)
ax1(p?, p2, m) ax1(p%, p2, m)
~ L Ap1 + L x2ap;
op1 om

oxa(py, lem)A ax1(p3, p2, m)

0
+ X , P2, M)A
o P1 Py 1(p7, P2, M)ApP1

ax1(p%, p2, m ax1(p°%, p2, m
L ol )Ap1+ 1Py P2 )xl(pg,pz,m)Apl
op1 om

ESS ~
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Efeitos substituicao de Hicks: aproximacao linear

ESH = h1(pl, p2, u®) — x1(p%, p2, m)
= x1(p1, P2, (1, p2, u°)) — x1(p?, P2, M)
=x1(pY + Ap1, P2, €(p1, P2, u®)) — x1(p2, P2, e(p?, p2, u°))
0 0 0 0
N axl(p;,,);;z, m)Ap1 . axl(p;;:z, m) ae(pg,;z, u )Apl
_ ax1(p?, p2, m)A ax1(p?, p2, m)

+ h1(p%, p2, ug)A
op1 p1 Py 1(P1, P2, Uo)Ap1

ax1(p%, p2, m) ax1(pY, p2, m)
ESH ~ - Ap1 + L x1(p%, P2, M)Ap1
op1 om
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A equacao de Slutsky

Derivacao
hi(p1, p2, u) = x1(P1, P2, €(P1, P2, U))

oh1 dox1 oxioe(p1, p2, u)

=—+
op1  9p1 om 9p1
0X1 6X1h
=— +— ’ 2/u
- 1(P1, P2, U)
0X1 0X1

— —— 1 ——xq1(p1, P2, €(P1, P2, U
o o 1(p1, P2, €(pP1, P2, U))

0X1 oh: ox1
op1  9op1 om
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Equacao de Slutsky em elasticidades

0X1 oh1 9x1
op1  9p1 om

op1 X1 B op1h1 omxiy m

€1,1 = €hy,py — S1€1,m
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Compra e Venda - exemplo 1

X2

P1
) W1+w?2

w2

X1

w1

efeito substituicdo <—
efeito renda comum <—
———' efeito renda dotacéo
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Compra e Venda - exemplo 2

X2

P1
) W1+w?2

w2

X1
efeito substituicdo «—
efeito renda comum ~—— :
——» efeito renda dotacéo
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O caso de compra e venda

A fungao de demanda do bem 1 é x3(p1, p2, m(p1, p2)) na qual

m(p1, P2) = p1W1 + P2w2.

Assim
dxi1 0x1 0X1
dpi1 9p1  om
dx1 oh1 o9xq
= + (&) —X]_)
dp1 9p1 am

Caso o bem 1 seja normal e o consumidor seja ofertante liquido desse
bem, o efeito renda total (ordindrio + dotacado) teréd sinal contrario ao

efeito substituicao.
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