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Loterias

Exemplos

@ Um bilhete de loteria representa alguns milhdes a mais ou
alguns reais a menos.
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Loterias

Exemplos

@ Um bilhete de loteria representa alguns milhdes a mais ou
alguns reais a menos.

@ Quando vocé sai de casa com um guarda-chuva vocé leva
CONSsigo apenas um peso a mais para carregar (caso nao
chova) ou protecao contra a chuva (caso chova).

© Quando vocé aluga uma casa na praia, vocé compra um
fim-de-semana sob o sol ou um fim-de-semana jogando
baralho.

© Quando vocé faz seguro de seu caso vocé compra
reembolso de despesas com acidentes (caso eles
ocorram) ou dinheiro jogado fora (caso nada aconteca).
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Loterias

Loterias

Definicao

Uma loteria é um conjunto de prémios alternativos e

mutuamente excludentes, c1, ¢y, ..., C, Sendo que 0 prémio i
(parai=1,2,...,n) é associado a uma probabilidade de
ocorréncia ; de taI sorte que Zi:1 i=1.
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Loterias

Uma loteria é um conjunto de prémios alternativos e
mutuamente excludentes, c1, ¢z, ..., c, sendo que o prémio i
(parai=1,2,...,n) é associado a uma probabilidade de
ocorréncia m; de taI sorte que Zi:1 i = 1. Os prémios podem
ser cestas de bens, prémios monetarios ou outras loterias.
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Definicao

Uma loteria é um conjunto de prémios alternativos e
mutuamente excludentes, c1, ¢z, ..., c, sendo que o prémio i
(parai=1,2,...,n) é associado a uma probabilidade de
ocorréncia m; de taI sorte que Zi:1 i = 1. Os prémios podem
ser cestas de bens, prémios monetarios ou outras loterias.

notacao

(Cl, CZI---ICI'?;T[].I T[ZI"'rT[n)
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Loterias

Valor esperada de uma loteria

Caso uma loteria
(C1,C2,...,Cp; M, T2, ..., Tp)

ofereca apenas prémios monetarios, é possivel definir o valor
esperado dessa loteria por

n
VE = 11C1 + T2Cy +. .. + TThCp = ch,-
P
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Loterias

Exemplo

Uma pessoa investiu toda sua riqueza w em acdes de uma
empresa que podem, em um ano, valorizar-se 20% com
probabilidade 3/4 ou desvalorizar-se 10% com probabilidade
/4. A riqueza dessa pessoa daqui a um ano pode ser
representada pela loteria
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Loterias
Exemplo

Uma pessoa investiu toda sua riqueza w em acdes de uma
empresa que podem, em um ano, valorizar-se 20% com
probabilidade 3/4 ou desvalorizar-se 10% com probabilidade
/4. A riqueza dessa pessoa daqui a um ano pode ser
representada pela loteria

(1.2w, 0.9w;0.75, 0.25).

O valor esperado dessa loteira, ou seja o valor esperado de
sua rigueza para daqui a um ano, é

0.75x1.2w+0.25 x 0.9w = 1.125w.
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Utilidade Esperada

Utilidade Esperada

John Von Neumann e Oskar Morgenstern 1 mostraram que,
dadas algumas hipéteses razoaveis sobre as preferéncias do
consumidor entre loterias, tais preferéncias podem ser

representadas por uma funcao de utilidade U(:) com a
seguinte propriedade:

U(c1, c2;my, m2) = mu(C1) + mau(c2).

1Theory of Games and Economic Behavior. Princeton Un. Press,
1943.
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Utilidade Esperada

John Von Neumann e Oskar Morgenstern 1 mostraram que,
dadas algumas hipéteses razoaveis sobre as preferéncias do
consumidor entre loterias, tais preferéncias podem ser
representadas por uma funcao de utilidade U(:) com a
seguinte propriedade:

U(c1, c2;my, m2) = mu(c1) + mau(c2).

na qual u(cy) e u(cy) sao as utilidade de se ganhar os prémios
C1 e C, respectivamente, com 100% de certeza. Qualquer
funcao de utilidade com essa propriedade é chamada de
funcao de utilidade de Von Neumann e Morgenstern ou de
funcao de utilidade com propriedade utilidade esperada.

1Theory of Games and Economic Behavior. Princeton Un. Press,
1943.
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Utilidade Esperada
Transformacoes afim

Definicao

Caso tenhamos V(-) =a+bU(-) coma,beR e b > 0. Dizemos
que V(:) é uma transformagao monotdnica afim de U(:).
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Utilidade Esperada
Transformacoes afim

Caso tenhamos V(-) =a+bU(-) coma,beR e b > 0. Dizemos
que V(:) é uma transformagao monotdnica afim de U(:).

Propriedade da utilidade esperada

U(-) e V() sao funcdes de utilidade que representam as
mesmas preferéncias e tém propriedade utilidade esperada,
se, e somente se, forem transformacdes monotonicas afim
uma da outra.
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Utilidade Esperada
Transformacoes afim

. o~

Definicao

Caso tenhamos V(-) =a+bU(-) com a,b€R e b > 0. Dizemos
que V(:) é uma transformagao monotdnica afim de U(:).

v

Propriedade da utilidade esperada

U(-) e V() sao funcdes de utilidade que representam as
mesmas preferéncias e tém propriedade utilidade esperada,
se, e somente se, forem transformacdes monotdnicas afim
uma da outra.

Concavidade

Note que a concavidade ou convexidade de uma funcao é
preservada por transformagées monotonicas afim.
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Utilidade Esperada

Exemplo:

Um individuo tem uma riqueza nao nula e sua funcao de
utilidade von Neumann-Morgenstern tem a forma funcional
u(x) =K —34/x, em que a e K sao constantes positivas e x > k.
Este individuo é convidado a participar de uma loteria que
triplica sua riqueza com probabilidade p e a reduz a terca
parte com probabilidade 1 — p. Qual deve ser o valor minimo
de p para que o individuo aceite participar da loteria?
Multiplique a probabilidade encontrada por 100.
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Exemplo:

Um individuo tem uma riqueza nao nula e sua funcao de
utilidade von Neumann-Morgenstern tem a forma funcional
u(x) =K —34/x, em que a e K sao constantes positivas e x > k.
Este individuo é convidado a participar de uma loteria que
triplica sua riqueza com probabilidade p e a reduz a terca
parte com probabilidade 1 — p. Qual deve ser o valor minimo
de p para que o individuo aceite participar da loteria?
Multiplique a probabilidade encontrada por 100. R:75
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Posturas diante do risco Definigoes

Definicdes

Aversao ao risco

Diz-se que um consumidor é aveso ao risco caso ele prefira o

valor esperado dos prémios de uma loteria com prémios
monetario a essa loteria.
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Posturas diante do risco Definigoes

Definicdes

Aversao ao risco

Diz-se que um consumidor é aveso ao risco caso ele prefira o
valor esperado dos prémios de uma loteria com prémios
monetario a essa loteria.

Propencao ao risco

Diz-se que um consumidor é propenso ao risco caso ele
prefira uma loteria com prémios monetario ao valor esperado
dos prémios dessa loteria.

| \
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Posturas diante do risco Definigoes

Definicdes

Aversao ao risco

Diz-se que um consumidor é aveso ao risco caso ele prefira o
valor esperado dos prémios de uma loteria com prémios
monetario a essa loteria.

Propencao ao risco

Diz-se que um consumidor é propenso ao risco caso ele
prefira uma loteria com prémios monetario ao valor esperado
dos prémios dessa loteria.

Neutralidade frente ao risco

Diz-se que um consumidor é risco neutro caso ele seja
indiferente entre uma loteria com prémios monetério e o valor
esperado dos prémios dessa loteria.

v
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Posturas diante do risco R. gréficas

Estrutura da aula
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@ Representagdes graficas
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Posturas diante do risco R. gréficas

Aversao ao risco: representacao grafica

Utilidade

: : Riqueza
C1 C2
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Posturas diante do risco

R. gréficas

Aversao ao risco: representacao grafica

Utilidade

u(ca)
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U(Cz) .......................... :
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Posturas diante do risco R. gréficas

Aversao ao risco: representacao grafica

Utilidade
U(Cz) .......................... :
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u(cy)| - /
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Posturas diante do risco R. gréficas

Propensado ao risco: representacao grafica

Utilidade

u(c2)

U(c1, c2;m, m2)
u(micy + mMC2)
u(c)

Riqueza
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Posturas diante do risco R. gréficas

Neutralidde frente ao risco: representacao

grafica

Utilidade

U(Cz) ..............................

Ulcr,com,m)e=
U(mcy + mpc))

U(C]_) ........ :

: : ; Rigueza
C1 TM1C1 +TCy C2 9
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Estrutura da aula

e Posturas diante do risco

@ Prémio do risco
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Definicdes

Equivalente Seguro

O equivalente seguro de uma loteria monetdria é o valor

100% seguro que o consumidor considera indiferente a
loteria.
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Definicdes

Equivalente Seguro

O equivalente seguro de uma loteria monetdria é o valor
100% seguro que o consumidor considera indiferente a
loteria.

Prémio do risco

O prémio do risco de uma loteria monetaria é a diferenca
entre o valor esperado dessa loteria e seu equivalente seguro.
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Representacéao grafica

Utilidade
U(Cz) .......................... :

u(mcy +me)| :
U(C]_, Cp; M, 1'[2) ................ :

u(cy)| - /

Valor espe-
rado:
T1C1 + M2C2

; { i Riqueza
C1 C2
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Utilidade
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Representacéao grafica

Utilidade
U(Cz) .......................... :

u(mcy +me)| :
U(cy, co;my, m) | |

u(cy)f /~  © Prémio do risco

ﬁEquivéIente Seguro

TM1C1 + TM2C2

— i Riqueza
C1 C2
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Exemplo numérico

Fungdo de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = vyw
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Exemplo numérico

Fungdo de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = vyw

Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25
com 50% de chance.

Roberto Guena de Oliveira (USP) Risco 13 de agosto de 2010 20/56



Posturas diante do risco Prémio do risco

Exemplo numérico

Fungdo de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = vyw
Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25
com 50% de chance.

9+25
Valor esperado: VE = > =17
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Exemplo numérico

Fungdo de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = vyw
Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25
com 50% de chance.

9+25
Valor esperado: VE = > =17

. 3+5
Utilidade esperada: UE = —5 = 4
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Exemplo numérico

Fungdo de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = vyw
Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25
com 50% de chance.

9+25
Valor esperado: VE = > =17

. 3+5
Utilidade esperada: UE = —5 = 4

Equivalente sequro: VES=4=ES=16
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Exemplo numérico

Fungdo de utilidade V. Neumann - Morgenstern: u(w) = vyw
Valores que w pode assumir: 9 com 50% de chance ou 25
com 50% de chance.

9+25
Valor esperado: VE = > =17

. 3+5
Utilidade esperada: UE = —5 = 4

Equivalente sequro: VES=4=ES=16
Prémio do risco: PR=VE—-ES=17-16=1
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Posturas diante do risco Prémio do risco

Exemplo

Um consumidor tem uma funcao utilidade de von
Neumann-Morgenstern representada por u(z) =log, z. Ele
possui uma riqueza inicial de R$ 128 e participara
gratuitamente de uma loteria que pagara R$ 384,00 com
probabilidade % e R$ 0 com probabilidade % O menor valor
que o consumidor estaria disposto a receber em troca do
bilhete de loteria é de 2f. Qual o valor de 8?
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Posturas diante do risco Med. avers.

Estrutura da aula

e Posturas diante do risco

@ Medida de aversao ao risco

Roberto Guena de Oliveira (USP) Risco 13 de agosto de 2010 22 /56



Posturas diante do risco Med. avers.

Medidas de aversao ao risco
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Posturas diante do risco Med. avers.

Medidas de aversao ao risco

Aversao absoluta
u//(W)

u’(w)
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Posturas diante do risco Med. avers.

Medidas de aversao ao risco

Aversao absoluta Aversao relativa
u//(W) u//(W)
= -w
u’(w) u’(w)

Roberto Guena de Oliveira (USP) Risco 13 de agosto de 2010 23/56



Posturas diante do risco Med. avers.

Medidas de aversao ao risco

Aversao absoluta Aversao relativa
u//(W) u//(W)
- -w
u’(w) u’(w)

Funcdes de utilidade com aversao ao risco constante
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Posturas diante do risco Med. avers.
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Posturas diante do risco Med. avers.

Medidas de aversao ao risco

Aversao absoluta Aversao relativa
u//(W) u//(W)
- -w
u’(w) u’(w)

uw)=wl"% paraa#£1
uw)=Inw paraa=1
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Posturas diante do risco Med. avers.

Exemplo

Um individuo possui rigueza W = $100 e se depara com uma
loteria que pode acrescentar $44 a sua riqgueza, com
probabilidade 1/4, ou subtrair $36, com probabilidade 3/4.
Sua utilidade, do tipo Von Neumann-Morgenstern (VNM), é
dada por u(x) = Vx .

@ Qual é sua aversao absoluta ao risco?

@ Qual é sua aversao relativa ao risco?

@ Qual o valor maximo gue ele estaria disposto a pagar
para se livrar desse risco?

Roberto Guena de Oliveira (USP) Risco 13 de agosto de 2010 24 /56



Maximizacao Exemplos

Estrutura da aula

@ Maximizacao de utilidade esperada
@ Exemplos
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Maximizacao Exemplos

Exemplo:

Um fazendeiro tem a opc¢ao de cultivar trigo e batatas. Se
fizer sol, cada hectare gerard um lucro de 200 se plantado
com trigo e de 100 se plantado com batata. Se chover cada
hectare de trigo gerard um lucro de 120 e cada hectare de
batata gerara um lucro de 200. A utilidade do fazendeiro é
dada por U(Y) =InY, sendo Y o lucro obtido. As probabilidades
de fazer sol e de chover sao iguais. Que proporcao de sua
terra o fazendeiro devera destinar ao plantio de cada produto?
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Maximizacao Exemplos

Exemplo:

Um fazendeiro tem a opc¢ao de cultivar trigo e batatas. Se
fizer sol, cada hectare gerard um lucro de 200 se plantado
com trigo e de 100 se plantado com batata. Se chover cada
hectare de trigo gerard um lucro de 120 e cada hectare de
batata gerara um lucro de 200. A utilidade do fazendeiro é
dada por U(Y) =InY, sendo Y o lucro obtido. As probabilidades
de fazer sol e de chover sao iguais. Que proporcao de sua
terra o fazendeiro devera destinar ao plantio de cada produto?

Resposta: 75% de trigo e 25% de batata.
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Maximizacao Comport.

Estrutura da aula

@ Maximizacao de utilidade esperada

@ Comportamento de individuos avessos ao risco
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Maximizacao Comport.

Justica atuarial

Loterias atuarialmente justas

Loterias atuarialmente justas sao loterias que geram um
ganho esperado liquido igual a zero.

Exemplos

© Na&o pagar nada para entrar no seguinte jogo: se o
resultado do lancamento de uma moeda nao viciada for
cara, vocé receberd R$10,00, se for coroa, vocé pagara
R$10,00.
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Maximizacao Comport.

Justica atuarial

Loterias atuarialmente justas

Loterias atuarialmente justas sao loterias que geram um
ganho esperado liquido igual a zero.

Exemplos

© Na&o pagar nada para entrar no seguinte jogo: se o
resultado do lancamento de uma moeda nao viciada for
cara, vocé receberd R$10,00, se for coroa, vocé pagara
R$10,00.

@ Um seguro com preco de R$1.000,00 contra o roubo de
um automovel que vale R$10.000,00 cuja probabilidade é
de 10%.
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Maximizacao Comport.

Quanto segurar

Suponha que um consumidor avesso ao risco tenha uma
riqueza w que poderd ser reduzida de um valor L, por
exemplo, em virtude do roubo de seu automével, com
probabilidade m. Se uma seguradora oferecer segurar
qualquer parcela dessa perda a uma taxa atuarialmente justa,
ou seja, cobrando y = m reais por real segurado, quanto esse
consumidor deverd segurar?
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Seja K o0 montante segurado. A riqgueza esperada do
consumidor sera

We=m(w—-L+K )
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Seja K o0 montante segurado. A riqgueza esperada do
consumidor sera

We =T(W —L+K —vK)
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Seja K o0 montante segurado. A riqgueza esperada do
consumidor sera

We=m(W—-L+K-=vK)+ (1-m)(w )
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Seja K o0 montante segurado. A riqgueza esperada do
consumidor sera

We=m(W—-L+K—=7vK)+ (1 —=m)(w—vK)
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Seja K o0 montante segurado. A riqgueza esperada do
consumidor sera

We=m(W—-L+K—=7vK)+ (1 —=m)(w—vK)

Simplificando,
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Seja K o0 montante segurado. A riqgueza esperada do
consumidor sera

We=m(W—-L+K—=7vK)+ (1 —=m)(w—vK)

Simplificando,
We=w-—1(L—-K)—7K
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Seja K o0 montante segurado. A riqgueza esperada do
consumidor sera

We=m(W—-L+K—=7vK)+ (1 —=m)(w—vK)
Simplificando,

We=w-—1(L—-K)—7K
Como, por hipétese, y =,

We =W —TIL
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Seja K o0 montante segurado. A riqgueza esperada do
consumidor sera

We=m(W—-L+K—=7vK)+ (1 —=m)(w—vK)

Simplificando,
We=w-—1(L—-K)—7K

Como, por hipétese, y =,
We =W —TIL

Portanto, a rigueza esperada nao é afetada pelo valor
segurado K, caso o seguro seja atuarialmente justo.
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Maximizacao Comport.

Solucao (b)

@ Caso o consumidor segure todo o valor L, todo o risco
sera eliminado.
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Maximizacao Comport.

Solucao (b)

@ Caso o consumidor segure todo o valor L, todo o risco
sera eliminado.

@ Qualqguer outro valor para L envolverd algum risco, pois
sua rigueza em caso de ocorréncia da perda sera
diferente de sua riqueza caso essa perda nao ocorra.
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Maximizacao Comport.

Solucao (b)

@ Caso o consumidor segure todo o valor L, todo o risco
sera eliminado.

@ Qualqguer outro valor para L envolverd algum risco, pois
sua rigueza em caso de ocorréncia da perda sera
diferente de sua riqueza caso essa perda nao ocorra.

@ Como o consumidor é avesso ao risco e como o valor
esperado da rigueza nao é afetado, quando y = m, pela
escolha de K. Ele deve preferir K =L a qualquer outra
alternativa.
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Maximizacao Comport.

Quando investir em um ativo de risco?

Um consumidor com aversao a risco pode dividir sua riqgueza
w em dois ativos: um livre de risco e com retorno r’ e outro
ativo que dard um retorno r® com probabilidade m e um
retorno r! com probabilidade 1 — . Sob que condicdes ele
devera investir parte de sua rigueza no ativo com risco?
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Sejam x a parcela de sua rigueza que o consumidor investe
no ativo de risco, pf =1 +rf, p°=1+r% e pl =1 +rl. Entdo:

UE =ntU (p"(1 — x)w + p%xw)
+(1-mU (p"(1-x)w+pxw)
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Sejam x a parcela de sua rigueza que o consumidor investe
no ativo de risco, pf =1 +rf, p°=1+r% e pl =1 +rl. Entdo:

UE =ntU (p"(1 — x)w + p%xw)
+(1-mU (p"(1-x)w+pxw)

Se UE for crescente em relacao a x em x = 0, o consumidor
deve investir parte de sua riqueza no ativo de risco.

oUE
o Y ["(PO - U’ (p"(1 = x)w + p°xw)
+(1-m)(p' - p" U (0" (1 - X)W+ p'xw) ]
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Sejam x a parcela de sua rigueza que o consumidor investe
no ativo de risco, pf =1 +rf, p°=1+r% e pl =1 +rl. Entdo:
UE =ntU (p"(1 — x)w + p%xw)
+(1-mU (p"(1-x)w+pxw)
Se UE for crescente em relacao a x em x = 0, o consumidor
deve investir parte de sua riqueza no ativo de risco.
oUE

o W ["(PO - U’ (p"(1 = x)w + p°xw)

+(1-m)(p' - p" U (0" (1 - X)W+ p'xw) ]
Calculandoem x=0
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Maximizacao Comport.

Solucao (a)

Sejam x a parcela de sua rigueza que o consumidor investe
no ativo de risco, pf =1 +rf, p°=1+r% e pl =1 +rl. Entdo:

UE =ntU (p"(1 — x)w + p%xw)
+(1-mU (p"(1-x)w+pxw)

Se UE for crescente em relacao a x em x = 0, o consumidor
deve investir parte de sua riqueza no ativo de risco.

oUE
=V [n(po -V (p"(1 = x)w + p%xw)
+(1-m)(p' - p" U (0" (1 - X)W+ p'xw) ]
Calculandoem x =0
QUE(x=0
# =w{[mp° + (1 - m)p'] - p" IV’ (o'w)
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Maximizacao Comport.

Solucao (b)

Portanto, vale a pena investir mais do que zero no ativo de
risco caso
m° + (1 - mp' > pf
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Maximizacao Comport.

Solucao (b)

Portanto, vale a pena investir mais do que zero no ativo de
risco caso
m° + (1 - mp' > pf

isto &, caso

mr’ + (1 -mrt>r'.
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Maximizacao Comport.

Solucao (b)

Portanto, vale a pena investir mais do que zero no ativo de
risco caso
m° + (1 - mp' > pf

isto &, caso

mr’ + (1 -mrt>r'.

Ou seja , sempre que o retorno esperado do ativo com risco
for maior do que o retorno do ativo livre de risco.
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Utilidade média variancia

Estrutura da aula

e Utilidade média variancia
@ O modelo CAPM
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Utilidade média variancia

Distribuicdes paramétricas

@ Algumas distribuicdes de probabilidade sao perfeitamente
descritas por um ou mais parametros. Por exemplo, a
distribuicao normal é totalmente descrita por sua média e
por seu desvio padrao.
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Utilidade média variancia

Distribuicdes paramétricas

@ Algumas distribuicdes de probabilidade sao perfeitamente
descritas por um ou mais parametros. Por exemplo, a
distribuicao normal é totalmente descrita por sua média e
por seu desvio padrao.

@ Nesse caso, pode-se pensar uma funcao de utilidade que
tenha como argumento esses parametros.
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Utilidade média variancia

Utilidade média variadncia

@ Funcao de utilidade decorrente de uma alocacao de
riqueza: U(u, o) na qual u é o retorno esperado da riqueza
e 0 é o desvio padrao (uma medida de risco).
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Utilidade média variancia

Utilidade média variadncia

@ Funcao de utilidade decorrente de uma alocacao de
riqueza: U(u, o) na qual u é o retorno esperado da riqueza
e 0 é o desvio padrao (uma medida de risco).

@ Deve-se esperar, para um consumidor com aversao ao
risco, que U seja um bem e o seja um mal.
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Utilidade média variancia

Exemplo: Carteira de investimento com um

ativo com risco

@ Suponha um consumidor que deve alocar sua riqueza em
dois ativos: um livre de risco com rentabilidade rr e um
com risco, rentabilidade esperada r, e desvio padrao op,.
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Utilidade média variancia

Exemplo: Carteira de investimento com um

ativo com risco

@ Suponha um consumidor que deve alocar sua riqueza em
dois ativos: um livre de risco com rentabilidade rr e um
com risco, rentabilidade esperada r, e desvio padrao op,.

@ Caso o consumidor opte por aplicar uma parcela x de sua

renda no ativo com risco, ele terd uma carteira de
investimentos com:
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Utilidade média variancia

Exemplo: Carteira de investimento com um

ativo com risco

@ Suponha um consumidor que deve alocar sua riqueza em
dois ativos: um livre de risco com rentabilidade rr e um
com risco, rentabilidade esperada r, e desvio padrao op,.

@ Caso o consumidor opte por aplicar uma parcela x de sua

renda no ativo com risco, ele terd uma carteira de
investimentos com:

o Rentabilidade esperada: rx = xrm + (1 = X)rf
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Utilidade média variancia

Exemplo: Carteira de investimento com um

ativo com risco

@ Suponha um consumidor que deve alocar sua riqueza em
dois ativos: um livre de risco com rentabilidade rr e um
com risco, rentabilidade esperada r, e desvio padrao op,.

@ Caso o consumidor opte por aplicar uma parcela x de sua

renda no ativo com risco, ele terd uma carteira de
investimentos com:

o Rentabilidade esperada: rx = xrm + (1 = X)rf
@ Desvio padrao: ox = xom
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Utilidade média variancia

Exemplo: Carteira de investimento com um

ativo com risco

@ Suponha um consumidor que deve alocar sua riqueza em
dois ativos: um livre de risco com rentabilidade rr e um
com risco, rentabilidade esperada r, e desvio padrao op,.

@ Caso o consumidor opte por aplicar uma parcela x de sua

renda no ativo com risco, ele terd uma carteira de
investimentos com:

o Rentabilidade esperada: rx = xrm + (1 = X)rf
@ Desvio padrao: ox = xom
@ A relacao entre ry e x sera

rX:rf+—UX
Om
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Utilidade média variancia

Exemplo: Carteira de investimento com um

ativo com risco

@ Suponha um consumidor que deve alocar sua riqueza em
dois ativos: um livre de risco com rentabilidade rr e um
com risco, rentabilidade esperada r, e desvio padrao op,.

@ Caso o consumidor opte por aplicar uma parcela x de sua

renda no ativo com risco, ele terd uma carteira de
investimentos com:

o Rentabilidade esperada: rx = xrm + (1 = X)rf
@ Desvio padrao: ox = xom
@ A relacao entre ry e x sera

rX:rf+—UX
Om

® (rm —rf)/0m € chamado prego do risco;
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Utilidade média variancia

Exemplo: Carteira de investimento com um

ativo com risco

@ Suponha um consumidor que deve alocar sua riqueza em
dois ativos: um livre de risco com rentabilidade rr e um
com risco, rentabilidade esperada r, e desvio padrao op,.

@ Caso o consumidor opte por aplicar uma parcela x de sua

renda no ativo com risco, ele terd uma carteira de
investimentos com:

o Rentabilidade esperada: ry = xrm + (1 = X)rf
@ Desvio padrao: ox = xom
@ A relacao entre ry e x sera

Iy =rf + ———0x
Om

® (rm —rf)/0m € chamado prego do risco; [(rm — rf)/0m]0x € 0
prémio do risco.

Roberto Guena de Oliveira (USP) Risco 13 de agosto de 2010 38/56



Utilidade média variancia

Equilibrio

Ox
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Utilidade média variancia

Equilibrio

rm—ri
Ix = rf+ 2L ox
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Utilidade média variancia

Equilibrio

rm—ri
Ix = rf+ 2L ox

Curva de indiferenca

Ox
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Utilidade média variancia

Equilibrio

rm—ri
Ix = rf+ 2L ox

Curva de indiferenca
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Utilidade média variancia

Equilibrio

rm—ri
rx = rf + 5t 0x

Curva de indiferenca

Prémio
do risco

Ox
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Utilidade média variancia

Equilibrio

Prémio
do risco

rm—ri
rx = rf + 5t 0x

Curva de indiferenca

Preco do risco

Ox
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Utilidade média variancia

Alavancagem financeira

Caso seja possivel tomar recursos emprestados a taxa de
juros rf, entdo, o investidor podera escolher x > 1 tomando
emprestado um valor igual a x — 1 vezes sua riqueza e
investindo toda sua riqueza mais o valor emprestado no ativo
com risco. Sua rentabilidade esperada sera

rx =Xrm — (X = 1)re =Xrm + (1 = X)rr.
O desvio padrao de sua rentabilidade sera
Ox = XOm
Consequentemente, a linha de mercado continua além do

ponto descrevendo a rentabilidade e o risco do ativo de risco.
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Utilidade média variancia

Alavancagem financeira - representacao grafica

rx

rm ————————————— *

re

Om OX
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Utilidade média variancia

Alavancagem financeira - representacao grafica

rx

rm=—r
rx = I+ 7L ox

Om OX
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Utilidade média variancia

Alavancagem financeira - representacao grafica
Ix
rX:rf+r,Z;rf0X

posicdes nao
alavancadas

Om OX
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Utilidade média variancia

Alavancagem financeira - representacao grafica

rx

rm=—r

rx = rf+ 2—Lox
posicdes nao
alavancadas

Mmp==——f=—————

posicoes

alavancadas
re

Om OX
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Escolha entre dois ativos

@ Dois ativos com risco com rentabilidades esperadas r; e
r, e variancias of e og e um ativo livre de risco com
rentabilidade rr.

@ SO é possivel criar portifélios contendo apenas um ativo
de risco combinado com o ativo livre de risco.

@ E possivel obter recursos extras a taxa rr

Principal conclusao

Devera ser escolhido o ativo de risco que paga o maior preco
do risco. Por exemplo, para que o ativo a seja escolhido, é
preciso que

rh—rr r—rr

(0)] 02
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

llustracao: Ativo 1 domina o ativo 2

L *
|
|
|
I
|
|
|
I
|
|

rtF--e :

! |

! |

! |
re | |

1

01 02
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

llustracao: Ativo 1 domina o ativo 2
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Combinando dois ativos com risco

Ativos iniciais
Ativo rent. esperada variancia
1 E(Fl) =n 012
2 E(IN’z) = 0'22

Portfélio composto
z=(a,1-a)

sendo que a (0 £ a <1) representa a participacao em valor
do ativo 1 no portfdlio.
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Combinando dois ativos com risco

Ativos iniciais
Ativo rent. esperada variancia
1 E(Fl) =n 012
2 E(IN’z) = 0'22

Portfélio composto

z=(a,1-a)
sendo que a (0 £ a <1) representa a participacao em valor
do ativo 1 no portfélio. Consequentemente esse ativo tera
Retorno esperado E(r;)=r;=ar; + (1 —a)r;
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Combinando dois ativos com risco

Ativos iniciais
Ativo rent. esperada variancia
1 E(Fl) =n 012
2 E(IN’z) = 0'22

Portfélio composto

z=(a,1-a)
sendo que a (0 £ a <1) representa a participacao em valor
do ativo 1 no portfélio. Consequentemente esse ativo tera
Retorno esperado E(r;)=r;=ar; + (1 —a)r;
Variancia 0,2 = %012 + (1 — a)?02% + 2a(1 — a)o1 2
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Reducao de risco via diversificacao

Lembrando que
01,2 £ 0107

Chegamos a

0,2 =a?01% + (1 — a)?02% + 2a(1 — a)oy 2
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Reducao de risco via diversificacao

Lembrando que
01,2 £ 0107

Chegamos a

0,2 =a?01% + (1 — a)?02% + 2a(1 — a)oy 2
<a?01? + (1 - a)?02° +2a(1l — a)0102
=[ao1 + (1 - a)02]2
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Reducao de risco via diversificacao

Lembrando que
01,2 £ 0107

Chegamos a

0,2 =a?01% + (1 — a)?02% + 2a(1 — a)oy 2
<a?01? + (1 - a)?02° +2a(1l — a)0102

=[ao1 + (1 - a)02]2

Consequentemente,o, < 01 + (1 — a)os.
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Reducao de risco via diversificacao

Lembrando que
01,2 £ 0107

Chegamos a

0,2 =a?01% + (1 — a)?02% + 2a(1 — a)oy 2
<a?01? + (1 - a)?02° +2a(1l — a)0102
= [aoy + (1 — a)03)?
Consequentemente,o; < 01 + (1 — a)oy.
Em particular, caso tenhamosri = =reo; =0, =0comn
e > nao apresentando correlacao linear perfeita e positiva

(01,2 < 0102), teremos
0, <0
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Diversificacao: representacao grafica

rendimento
nF-——-—-————-—- ]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
r -t :
I I
I I
I I
1
01 02 desv. pad.

Roberto Guena de Oliveira (USP) Risco 13 de agosto de 2010 46 / 56



Utilidade média variancia O modelo CAPM

Diversificacao: representacao grafica

rendimento

|
|
01 02 desv. pad.
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Diversificacao: representacao grafica

rendimento
nF-——-—————--- *
|
|
|
|
|
|
|
I —_
rne---+ : p 0.5
| :
I I
01 02 desv. pad.
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Diversificacao: representacao grafica

rendimento

|
|
01 02 desv. pad.
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Diversificacao: representacao grafica
rendimento

nrF-——————————-

rn+-

— p=0,5
|

|
|
01 02 desv. pad.
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Diversificacao: representacao grafica

rendimento

|

|

: 0=1.,0
01 02 desv. pad.
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Utilidade média variancia O modelo CAPM

Diversificacao: representacao grafica

rendimento

p=-1,0
p=-0,5
| = 0,0
| p= 05
: p=.1,0
01 02 desv. pad.
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Melhor combinacao de dois ativos com risco

rendimento
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A fronteira eficiente

Definicao
A fronteira eficiente ou conjunto eficiente de Markowitz é o

conjunto de todos os portfdlios de ativos com risco que
oferecem a maior rentabiliade possivel dado o seu risco.
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A fronteira eficiente

Definicao
A fronteira eficiente ou conjunto eficiente de Markowitz é o

conjunto de todos os portfdlios de ativos com risco que
oferecem a maior rentabiliade possivel dado o seu risco.

Propriedade importante

Devido ao fato de que o risco é reduzido quando dois ativos
sao combinados, a fronteira eficiente deve formar
concavidade a direita.
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Fronteira eficiente e um ativo individual - |

Sejam
® m=(s1,52,53,...,5n) 0 portfélio de ativos com risco 6timo
no qual 27:1 si=1
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Fronteira eficiente e um ativo individual - |

Sejam
® m=(s1,52,53,...,5n) 0 portfélio de ativos com risco 6timo
n
no qual Zi:l si=1
@ rm 0 retorno esperado de m e 0, 0 desvio padrao desse
retorno.

@ a=(1,0,...,0) um portfélio composto apenas pelo ativo
1, de tal sorte que seu retorno esperado é r; com desvio
padrao o;

@ x(a)=0a+(a—a)m
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Fronteira eficiente e um ativo individual - Il

Nessas condicdes teremos
S1
@ x(0)=mex(-3 o

1
= (0 = 5152'1 5153""1—_515f'):m\1
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Fronteira eficiente e um ativo individual - Il

Nessas condicdes teremos
S1
@ x(0)=mex(-3 o

1
= (0 = 5152,1 5153""1—_515f'):m\1

@ O retorno esperado de x(a) sera rq =ar1 + (1 — a)rm
@ O desvio padrao sera
\/orzrz +(1—a)?r2 +2a(1 - a)o1,m
@ A curva que descreve a trajetéria de (04, ro) COM respeito
a variacdes em a nunca ficara a direita da fronteira

eficiente (x(a) é no maximo eficiente) e tocard essa
fronteira quando a = 0 (x(0) = m é eficiente).
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Fronteira eficiente e um ativo individual - Il

Nessas condicdes teremos
S1
@ x(0)=mex(-3 o

1
= (0 = 5152,1 5153""1—_515f'):m\1

@ O retorno esperado de x(a) sera rq =ar1 + (1 — a)rm
@ O desvio padrao sera
\/orzrz +(1—a)?r2 +2a(1 - a)o1,m
@ A curva que descreve a trajetéria de (04, ro) COM respeito
a variacdes em a nunca ficara a direita da fronteira

eficiente (x(a) é no maximo eficiente) e tocard essa
fronteira quando a = 0 (x(0) = m é eficiente).

@ Assim, essa curva deverd ser tangente a fronteira
eficiente no ponto (om, rm)
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Fronteira eficiente e um ativo individual - Il

rendimento
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Relacao entre a fronteira eficiente e um ativo

individual - IV

As inclinacOes das duas curvas

@ Ainclinacao da fronteira eficiente no portfélio 6timo é

om
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Relacao entre a fronteira eficiente e um ativo

individual - IV

As inclinacOes das duas curvas

@ Ainclinacao da fronteira eficiente no portfélio 6timo é

Im—Trr
(1)
om
] . . 5 dra/da
@ Ainclinacao da curva azul é dou/da
d
B g(ar + (1 —arm))
~ d
%\/azof +(1-a)?0? +2a(1 - a)o1,m
I‘1 —rm
_ (2)

a0?—(1-0)02 +0m,1—200m,1

\/orz0%+(1—or)20,2n+2a(1—or)01,m
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Relacao entre a fronteira eficiente e um ativo

individual -V

Quando a =0, (1) é igual a (2), assim,

Resolvendo para r;, obtemos
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individual -V

Quando a =0, (1) é igual a (2), assim,

Resolvendo para r;, obtemos

Om,1
ro=re+ =5 (rm=1rv)
m
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Relacao entre a fronteira eficiente e um ativo

individual -V

Quando a =0, (1) é igual a (2), assim,

Resolvendo para r;, obtemos

Om,1

ry=rf+——(rm—rr)
Um

Convencionando 8 = % ficamos com
m

ry=rg+pB(rm —rr)
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Modelo CAPM

Hipoteses
Os mercado sao perfeitamente competitivos
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Modelo CAPM

Hipoteses

Os mercado sao perfeitamente competitivos, a informacgao é
comum, todos os investidores sao aversos a risco e estimam
as mesmas distribuicées de probabilidade para todos os

ativos e é possivel emprestar e tomar emprestado a taxa ry.

Principal conclusao

Nessas condicOes, para todos os investidores, o portfdlio
6timo dos ativos com risco é o portfélio de mercado, ou seja
cada ativo deve participar, em valor, do portfélio 6timo na
mesma proporcao que ele participa, em valor, do mercado.
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Modelo CAPM - a linha de mercado

rendimento

<
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