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Funcao de utilidade indireta

A funcao de utilidade indireta (V) é definida por

V(p, m) = U(x(p, m))



Exemplo: preferéncias Cobb-Douglas

Funcao de utilidade:

_ yayb
U(x1, X2) = XX,

Funcao de demanda:

a m bm)

XX (p1, P2, M), x5 (p1, P2, M)) = —, —
(x1 (P1, P2, M), X5 (P1, P2, M)) (a+bp1 E .

Funcao de utilidade indireta:
y ( a m)a( b m)b
’ , M) = - -
{Abizeln) a+bpx a-+bp;
a

() () G




Exemplo: substitutos perfeitos

Funcao de utilidade:
U(X]_,Xz) = axi + X2

Funcao de demanda:

{(% O)} caso p1 < ap>
X*(p1, p2, M) = { {(X1,X2) : P1X1 + pP2X2 =M} caso p1 =ap;
{(O, pﬂz)} caso p1 > ap>

Funcao de utilidade indireta:

al caso p1 < ap>
P1 am

V(p1, po,m) = {al = —ap; = ————.
(P1, P2, M) 9p; = p, CASOP1=aP2 min{p1, ap2}

pﬂz caso p1 > ap>



Exemplo: complementares perfeitos

Funcao de utilidade:
U(x1, x2) = min{ax1, X2}

Funcao de demanda:

m am)

xp 'pzlm :( 7
(P1 ) p1+ap2 p1+ap:2

Funcao de utilidade indireta:

m am } am

V(p1, p2, M) = min {a , = .
p1+ap2 pi1-+ap:2 p1+ap2



Propriedades da funcao de utilidade indireta

e Homogénea de grau zero;
e ndo decrescente em relacdo a renda;

nao crescente em relacao aos precgos;

quase convexa: quaisquer p® >0, m°® >0, p! >0,
ml!>0e0<a<1l,seV(p%mo)>V(p!lm, entdo

V[ap® + (1 —a)pt, am® + (1 — a)mt] < V(p°, mO);

se ela for diferenciavel,

oV(p.m)

api
av (p,m)

om

(p, m) = (Identidade de Roy)



Identidade de Roy e quase convexidade

Considere p > 0 e m quaisquer.
Denote x = x*(p, m) de sorte que V(p, M) = U(X).

Para qualquer outro vetor de precos p> 0, se a renda
for dada porm=p-x, V(p, p-Xx) = U(X) =V (p, Mm)).

Assim, p resolve o problema de minimizar V(p, m) dada
a restricao m=p - x.

O lagrangeano desse problema é

Z =V(p,m)=A(p-X—m)



Identidade de Roy e quase convexidade (continua-

Gao)

As condicdes de minimo de primeira ordem devem ser
verificadas para p =Pp:

0
— Y= O=>—V(p, m)+AXj=0, parai=1,...,L
opi opj

3 3
—Z=0=>—V(p, A=0
am am (B, m) =

Combinando as duas, obtemos
aV(p,rh)
N .
;' (P, M) =Xi = =555
om




Identidade de Roy e quase convexidade (continua-

Gao)

A condicao de minimo de segunda ordem também deve
ser atendida em p = p.

Esta requer, que a funcao objetivo, V(p, m) seja
localmete quase-convexa no ponto p, M.

Como esse resultado é valido para quaisquer p>0 e
m > 0, a funcao de utilidade indireta é globalmente
quase convexa.

Note que a quase convexidade da funcao de utilidade
indireta nao depende de qualquer hipétese de
convexidade da funcao de utilidade.
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Exemplo com p; constante.

m = p1X1 + P2X2

V(p1, P2, m)=10

p1 P1

m) X2 =Xx2(p1, p2, M)

U =U(Xx1, X2) = V(p1, P2, M)
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Exemplo: preferéncias Cobb Douglas

vournm () (5) )

d a’ b b m a+b
_V(pllpz,m):—a a+1( ) ( )

i P1 p2) \a+b
d a\e/ b\P metb-1
%v(m,l@z'm):(“b)(p_l) (P_z) (a+Db)+
9 s m
_%_aerp_l:X;(plrpz,m)
am
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Exemplo: complementares perfeitos

am
V(p1, p2,m)= —
P1+ap2
d V( ) am
—V(p1,p2, M) =—————
opy T2 (P1 + ap2)?
0 a
—V(p1, p2, M) = ——
om P11+ apz

J
op1 *

= — =X pl,pz,m
2 p1+ap: 1{ )
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O problema da minimizacao do gasto

Considere o problema de escolher a cesta de bens x
para uma consumidora de modo a minimizar o custo
com a aquisicao dessa cesta,

P-X
atendendo a um requisito de utilidade minima
Ux)=u
e as condicdes de consumo nao negativo,

x; > 0.
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O problema de minimizacao de gasto

O lagrangeano do problema é

Z=p-Xx—AU(X)—U]— Zu,x,

Assumindo nao saciedade local, as condicdes de 12
ordem implicam

16



Minimizacao de gasto: propriedades da solucao

Caso na solugao x;, x; > 0,
UMg; B UMg; N UMg; B &
pi pj UMg; pj

Caso na solugao x; =0 e x; > 0,

pi pj UMg; p;
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Solucao grafica

Curvas de isocusto Solucao
X2 X2
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Funcao de demanda compensada

Sejam hi(p, u), ..., h;(p, u) as funcdes que geram as
quantidades 6timas de bens para o problema de
minimizacao de gastos. Elas sao chamadas funcoes de
demanda compensadas ou funcdes de demanda
hicksianas dos bens, 1,..., L.

A fungao h(p, u) = (h1(p, u), ..., h.(p, u)) € denominada,
funcao de demanda compensada.
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A funcao dispéndio

A fungao dispéndio, notada por e(p, u), é a fungao que
determina o gasto 6timo associado ao problema de
minimizacgao de gasto. Ela é definida por

e(p,u)=p-h(p,u)

20



Exemplo: derivando curvas com p; =1

v(p1,1,m)=u*

hi(p1,1,u*)
X1

22



Identidades importantes

x*(p, e(p, u)) =h(p, u)

h(p, V(p, m)) = x(p, M)
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Exemplo: preferéncias Cobb-Douglas

A funcao de utilidade indireta
alerb b m a+b
P1 p2 a+b

Funcao dispéndio:

V(p1, P2, €(p1, P2, U)) =u

() ) ()=

b

e(Pl, P2, U) =S (a _i_b)uﬁ (%)a% (p_bz)a+b
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Exemplo: Substitutos perfeitos

A funcao de utilidade indireta

y am
’ ’ m == =
(P1. p2, m) min{p1, ap2}

Funcao dispéndio:

V(p1, p2, €(p1, p2, u)) =u
ae(p1, p2,u)
min{p1, apz}

u
e(p1, p2,u) = 3 min{p1, ap2}.
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Exemplo: Complementares perfeitos

A funcao de utilidade indireta
am
V(p1, p2, m) = —————
P1+ap2

Funcao dispéndio:

V(p1, p2, €(p1, p2, u)) =u
ae(p1, p2, u)
p1+ap2

u
e(p1, p2,U) = E(Pl + ap2)
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Propriedades da funcao de dispéndio

1. Nao decrescente em relacao aos precos.
2. Homogénea de grau 1 em relagcdo aos precos:

e(api, apz, u) =ae(pi, p2,u), a=>0

3. Crescente em relacao a utilidade.
4. Concava em relagcao aos precos
5. Lema de Shephard: ae(p“ = hi(p, u)

27



Lema de Shephard

Denote x = h(p, ).
Para qualquer p, p- X > e(p, U), ou seja,

g(p)=e(p,U)—p-x<0.

Como g(p) = 0, entdo p maximiza g(p), portanto, deve

valer a condicao de 12 ordem
99(P) oe(p) oe(p)
=0= —Xi=0=
op; opj opj

= )A(,' = h,’(f), u).

Também deve valer a condicdo de 22 ordem, o que
implica que g(p) deve ser convexa, 0 que requer que

e(p, 0) também seja concava.
28



e(p1, p2, u) € concava em relacao a p;

m = p1X1 + P2X2

p1 P1
X1 ="h1(p1, P2, 0) X2 =ha(p1, P2, 0)
0= U()A(]_,)A(z) = e(f)l, [52, I’ﬁ)
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Exemplo: preferéncias Cobb-Douglas

b

e(pl, P2, U) = (a‘i‘b)uﬁ (%)aw (%)aw

oe(pi1, p2, u) U \ab (P2)a+b

oe(p1, p2, u) U a5 (P13
hi(p1, p2, U) = —— = b( ) (—)

30



Exemplo: complementares perfeitos

u
e(p1, p2,U) = E(Pl + ap2)

oe(p1, p2,u) U
hi(p1, p2,u) = 5 &

de(p1, p2, u)
hi(p1, p2,u) = — u

31



Lei da demanda compensada

A demanda compensada de um bem € nao crescente
em relacao ao preco desse bem, ou seja

p1 > pd = hi(pl, p2, u) < hi(pS, p2, u)

Observacao: o ;
A lei da demanda nao é valida para a demanda nao

compensada, uma vez que os bens Giffen sao
teoricamente possiveis.
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Curvas de demanda marshalliana e de demanda

compensada - bem normal

P1

h1(p1. p3. v(p1, P3, M*))

hi(p1, P, v(p3, p3, m*))

X1
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Curvas de demanda marshalliana e de demanda

compensada - bem inferior

P1

Xl(plr p;' m*)

B [pee=s
hi(p1, p3. v(p1, p3. m*))

X1
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Curvas de demanda marshalliana e de demanda

compensada - preferéncias quase-lineares

x1(p1,p;, m*)
=h1(p1, P, v(pY, P53, M*))
=h1(p1, p3, v(Py, P3, M)

X1
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Medidas de variacao de bem estar
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Variacao compensatodria

Seja uma mudanga nos pregos e na renda do
consumidor dos valores iniciais (p3, p9, m°) para os
valores finais (p3, p3, m*). Associada a essa mudanca
definimos a variacdo compensatéria na renda desse
consumidor (VC) como a reducao na renda (ou o
negativo do aumento na renda) necessaria(o) para
fazer com que, a partir dos precos e renda finais
(p1, p3, m'), o consumidor volte a obter em equilibrio, o
mesmo nivel de utilidade que obtia com os precos e
renda originais, (p?, p3, m°).
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Variacao compensatdria - definicoes equivalentes

Usando a funcao de utilidade indireta:
V(pl, pj, m'—VC) =V(p?, p3, m°)

Usando a funcgao dispéndio:
VC =m*—e(py, p;, V(p}, P, m?))

38



Representacao grafica: reducao em p;.

P(fxl +pP2X2=m

pIX1+pP2x2 =m

p1X1+p2x2 = e(p1, p2. V(p?, p2, m))

%
P2 >

-«

X1
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Variacao equivalente

Seja uma mudanga nos pregos e na renda do
consumidor dos valores iniciais (p3, p9, m°) para os
valores finais (p3, p3, m*). Associada a essa mudanca
definimos a variacao equivalente na renda desse
consumidor (VE) como o aumento na renda (ou o
negativo da reducao na renda) necessario(a) para fazer
com que, a partir dos precos e renda iniciais

(p2, p3, m°), o consumidor passasse a obter em
equilibrio, o mesmo nivel de utilidade que obteria com
os pregos e renda finais, (p7, p3, m*).

40



Variacao equivalente - definicoes equivalentes

Usando a funcao de utilidade indireta:
V(pS, p3, m° + VE) = V(p1, p3, m*)

Usando a funcgao dispéndio:

VE = e(p?, p3, V(p1, p3, m*))—m°

41



Representacao grafica: reducao em p;.

VE

-« p, —>

P(fxl +pP2X2=m

pIX1+pP2x2 =m

p1X1+p2x2 = e(p?, p2. V(pl, p2, m))

X1
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Variacao compensatodria e equivalente e demanda

compensada

Variacao compensatoria

P
VC = e(pY, p2, u®) — e(p], p2, u°) = f , Mp1. p2, u®)dpy
p1

Variacao equivalente

P
VE = e(p?, p2, u*)— e(py, p2, u*) = f . h(p1, p2, u™)dps
P1

Nas quais u® =V(p?,p2,m) e u'=V(pl p2,m)

43



Variacoes compensatdria e equivalente como

areas

i\)lar. compensatoria l\)lariagéo equivalente
1 1

h1(p1, p2, ut)

h1(p1, p2,u°) : :
X1 X1

44



Comparando as medidas

Bens normais VC < VE
Bens inferiores VC > VE
Preferéncias quase-lineares VC = VE

45



Excedente do consumidor

Em se tratando de um bem com demanda
independente da renda (preferéncias quase-lineares),
as duas areas do slide anterior coincidem e sao
chamadas variacao no excedente do consumidor.

46



Uma medida aproximada

P1
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ANPEC 2013 - Questao 01

Considere a funcao utilidade U = x1x. Assuma qgue o
individuo recebe uma renda fixa d e que os precos dos
dois bens sao p; e p>.

Julgue as seguintes afirmativas:

0. As curvas de nivel dessa funcao de utilidade tém o
formato de hipérboles retangulares. Vv

1. Para qualquer nivel de precos dado a quantidade
total gasta com x; é diferente da quantidade total
gasta com x». F

2. Arelacao pax> = p1x1 mantém-se para todos os
pontos da linha de restricao orcamentaria. E

49



ANPEC 2013 - Questao 01

Considere a funcao utilidade U = x1x,. Assuma que o
individuo recebe uma renda fixa d e que os precos dos
dois bens sao p; e p>.

Julgue as seguintes afirmativas:

3. Um aumento percentual na renda induz um
aumento percentual menor no consumo dos dois

bens. F
4. A funcao de utilidade indireta derivada tem a
2
sequinte forma V(p1, p2, d) = 4;sz. Vv

50



Equacao de Slutsky




Efeito substituicao

O efeito substituicao associado a uma mudanca no
preco do bem 1 de p‘l’ para pi, com o preco do bem dois
e a renda constantes em p, e m é dado por

ES = h1(p3, p2, V(PY, p2, m)) — x1(p%, p2, m)
= h1(p}, p2, V(P?, p2, m)) — h1(p%, p2, V(PS, p2, m))

51



Efeito renda

O efeito renda associado a uma mudanga no preco do
bem 1 de p? para p1, com o preco do bem dois e a
renda constantes em p, e m é dado por

ER = x1(p], p2, m)— h1(p, p2, V(03, p2, m))

52



llustracao grafica - reducao de preco, bem normal

P1
. hi(p1. p3. v(p?, p3, m*))
pl _____
p% ______ I * *
! x1(p1, Py, m*)
: L
T
o

ef. substltuu;ao ! X1
S—

fefr?ogaa\ Ll
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llustracao grafica - aumento de preco, bem infe-

rior

P1

hi(p1, p3. v(p1, p;, m*))

[
|
|
|
|
|
|
1

bl—: ef. substituicdo X1
ef. renda
Ne—H e% totaﬂ
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Outra ilustracao grafica - bem normal, reducao em

P1

X2
pOx1 + pax2 =m
P%X1 +p2X2=m
pix1+p2x2 =e(pl, p2, V(p?, p2, m))

— L iFfeito preco X1
Efeito substitui¢do ————>Efeito renda
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Trés possibilidades

Bens normais: Efeitos substituicdo e renda tém a
mesma direcao.

Bens inferiores ordindrios: Efeitos substituicdo e
renda tém sinal contrério e efeito
substituicdo é maior, em mdédulo, ao efeito
renda.

Bens de Giffen: Efeitos substituicao e renda tém sinal
contrario e efeito renda é maior, em
moddulo, ao efeito substituicao.
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Efeitos substituicao e renda de Slutsky

Convencoes

Ap1=p;—p°% X% =x1(pY, p2, m)

Definicoes:

Os efeitos substituicao e renda de Slutsky
(respectivamente ESS e ERS) associados a uma
mudanca no preco do bem 1 de p? para pi, com o
preco do bem dois e a renda constantes em p, e m sao
dados por

ESS = x1(p1, P2, M+ Ap1X3) — x1(p?, p2, M)

ERS = x1(p3, P2, M) — X1(PY, P2, M + Ap1X?)

57



llustracao grafica

X2
pOx1 + pax2 =m

P%X1 +p2X2=m

P%X1 + P2X2 =m + Aplx(l)

X1

— > Ffeito preco
Efeito substituicao — > >'Ffeitorenda
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A equacao de Slutsky

Derivacao
hi(p1, p2, u) = x1(P1, P2, €(P1, P2, U))

dh1 dx1 oxi1o0e(p1, p2,U)
+

dp1 9p1 om op1
0X1 aX]_h
=—+— 7 s u
o B 1(P1, P2, U)
0X1 0X1
= " + —X 7 7 e 7 7 u
o B 1(P1, P2, €(p1, P2, U))

0X1 ohq 0X1
op1  dp1 om
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Equacao de Slutsky em elasticidades

0X1 oh:1 9x1
op1  dp1 om

dp1x1  dpihy amxi m

€1,1 =€hy,py —S1€1,m

60



Compra e Venda - exemplo 1

X2

P1
P> wW1+w?2

X1
: o : w1
efeito substituicdo e————
efeito renda comum <=—
———— efeito renda dotacao
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Compra e Venda - exemplo 2

X2

P1
P> wW1+w?2

\ ........ il\ X1

efeito substituicdo «—
efeito renda comum <—— :
——»' efeito renda dotacéo
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O caso de compra e venda

A funcao de demanda do bem 1 é x1(p1, p2, m(p1, P2))
na qual
m(pi1, P2) = p1wW1 + P2w2.

Assim
dxq 0X1 0X1

dp1 9p1 om '

axq oh, ox1
= + (w—x1)
dpi  9p1  9m

Caso o bem 1 seja normal e o consumidor seja
ofertante liquido desse bem, o efeito renda total
(ordinario + dotacao) tera sinal contrario ao efeito
substituicao.
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Exercicios




Questao 2 de 2017

Um consumidor cuja funcao utilidade é dada por
U(x, y) = 4/Xy possui uma dotagao inicial
(Wx, wy) = (1, 5). Avalie:

0. O consumidor demandara liquidamente duas
unidades de x se os precgos forem (px, py) = (1,1); V

1. Se o preco do bem x cair pela metade, o
consumidor aumentara em 2,5 unidades o seu
consumo de x, em comparacao com a escolha sob
0S precgos unitarios; \Y,

2. Levando em conta a variacao de precos citada
acima, ajustando-se a renda para que o consumidor
seja capaz de comprar a cesta original, teremos um
efeito substituicao de Slutsky de duas unidades; F
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Questao 2 de 2017

Um consumidor cuja funcao utilidade é dada por
U(x,y) = /Xy possui uma dotacao inicial
(wx, wy) =(1,5). Avalie:
2. Na mesma situacao, o efeito renda tradicional sera
1,5; Vv
3. Na mesma situacao, o efeito renda-dotacao serd
igual a 0,5 unidades.
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Questao 4 de 2017

Um consumidor, cuja funcao utilidade é dada por
U(x,y) = ¥/x+y possui renda R =$2,5. O preco do bem
y € unitario e P representa o preco de x. O preco P
inicialmente é vinte e cinco centavos e passa em um
segundo momento para cinquenta centavos. Avalie as
proposicoes:

0. Na situacao inicial o consumidor alcanca utilidade

U=3; F
1. No segundo momento a cesta consumida sera
Ulx,y) =(1,3); F

2. A variacao compensadora (VC) é igual a vinte e
cinco centavos, que devem ser dados ao
consumidor apds a mudancga no preco; F
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Questao 4 de 2017

Um consumidor, cuja funcao utilidade é dada por
U(x,y) = ¥/x+y possui renda R =$2,5. O preco do bem
y € unitario e P representa o preco de x. O preco P
inicialmente é vinte e cinco centavos e passa em um
segundo momento para cinquenta centavos. Avalie as
proposicoes:

2. A variacao equivalente (VE) requer que se tire
dinheiro do consumidor antes da variacao no preco
para que, neste caso, a utilidade se reduza em
meia unidade; Y,

3. Neste caso, as variacbes compensadora e
equivalente sao iguais ao excedente do
consumidor. \Y,
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ANPEC 2015 — Questao
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ANPEC 2015 — Questao 04

Considere um consumidor com a renda R = $100,
funcao de utilidade U(x, y) = x -y e que se depara com
0S pregos px = $2 e p, = $2. Julgue as proposicoes:

0. Na cesta escolhida pelo consumidor, atinge-se a

curva de indiferenca definida por U = 800. F

1. Se o preco do bem x cair pela metade, a
quantidade demandada desse bem dobra. Vv

2. Tendo em vista a mudanca de preco do item
anterior, uma compensacao de Slutsky deveria
retirar $25 do consumidor. Vv
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ANPEC 2015 — Questao 04

Considere um consumidor com a renda R = $100,
funcao de utilidade U(x, y) = x -y e que se depara com
0S pregos px = $2 e p, = $2. Julgue as proposicoes:

3. Ainda considerando a mesma mudanca, os efeitos
renda e substituicao serao ambos iguaisa 12,5. V

4. Na cesta pertencente a nova restricao
orcamentaria (x, y) = (20, 40), o agente
maximizador deveria trocar y por x, pois sua taxa
marginal de substituicao é igual a dois, superior a
taxa de toca exigida pelo mercado: px/py =0,5. V
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ANPEC 2015 — Questao 05

Com relacdo a demanda do consumidor, indique qual
das afirmacoes abaixo é verdadeira:

0. O efeito Hicks mede a variacao na quantidade
demandada frente a mudancgas nos precos,
mantido constante o poder aquisitivo do

consumidor. F (ambiguo)
1. O efeito substituicao de Hicks pode apresentar sinal
positivo. F

2. Se o individuo é comprador liquido de um bem, e o
preco deste bem diminui, o individuo pode
continuar como comprador liquido ou se tornar
vendedor liquido do bem em guestao, dependendo

da magnitude da variacao no preco do bem. F
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ANPEC 2015 — Questao 05

Com relacdo a demanda do consumidor, indique qual
das afirmacoes abaixo é verdadeira:

3. Um aumento geral do saldrio implica um efeito
renda e um efeito substituicao, o que faz com que
um aumento geral do saldrio sempre leve a um
aumento na quantidade ofertada de trabalho. F

4. As curvas de demanda lineares sao, por definicao,
isoelasticas. F
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ANPEC 2014 - Questao 03

Um consumidor tem uma funcao utilidade
Cobb-Douglas convencional tal que

U(x,y) = x%yP; a+ B =1 Avalie as afirmacdes abaixo:

0. Esse consumidor sempre alocara um percentual o
de sua renda para comprar o bem x; Y,

1. Suponha que a renda do consumidor seja de
b =R$2,00 e que os precos vigentes dos bens no
mercado sejam px =0, 25 e py = 1. Agora suponha
que o consumidor aloca sua renda igualmente
entre os dois bens, entdo sua escolha 6tima deve
serx=1ey=24,; F
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ANPEC 2014 - Questao 03

Um consumidor tem uma funcao utilidade
Cobb-Douglas convencional tal que

U(x,y) = x%yP; a+ B =1 Avalie as afirmacdes abaixo:

2. Para esse consumidor pequenas mudancas na
renda recebida implicam mudancas da mesma
magnitude na utilidade do consumidor;

3. Considerando a renda do consumidor como b,
entdo o consumo 6timo do bem y é tal que
y* = ,B(p%); ;

4. Se a renda do consumidor aumentasse em 10%, o
nivel de utilidade do consumidor aumentaria em
menos que 10%.
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