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Firmas

Assumiremos que os produtores sejam firmas. Cada firma possui um ou mais proprietarios
ou sécios. Assuma que cada firma considera os precos da economia, p = py,Pa, ..., Py,
como parametros dados que ela ndo consegue alterar.
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Se a firma j escolhe o vetor de producdo liquida y;, seu lucro sera

T =P Y; = P11 T P22+ Pl
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Firmas

Assumiremos que os produtores sejam firmas. Cada firma possui um ou mais proprietérios
ou sécios. Assuma que cada firma considera os precos da economia, p = py,Pa, ..., Py,
como parametros dados que ela ndo consegue alterar.

Se a firma j escolhe o vetor de producdo liquida y;, seu lucro sera

T =P Y; = P11 T P22+ Pl

A cada consumidor ¢, é atribuida uma participacdo s, ; > 0 no lucro da firma j, sendo
m . s~ g . Yo
>, Sij =1 (se o consumidor i ndo é sécio da firma j, s; ; = 0). Desse modo, a

restricdo orcamentéaria de um sécio da firma j sera dada por

p- Xi - mi + Si,jﬂj'

Na qual m; é a renda desse consumidor proveniente de outras fontes que ndo sua
participacao no lucro da firma. Evidentemente, é do interesse de cada sécio que o lucro
da firma seja o maior possivel.
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O problema de maximizacao de lucro

Escolher y; de modo a maximizar

dada a restricdao

3/33



O problema de maximizacao de lucro

Escolher y; de modo a maximizar
Py,
dada a restricdao
Fi(y;) <0.

A funcao de Lagrange associada a esse problema é

L=p-y;,—AF(y;)

3/33



O problema de maximizacao de lucro

Escolher y; de modo a maximizar
Py,
dada a restricdao
Fi(y;) <0.

A funcao de Lagrange associada a esse problema é
L=p-y;=AF(y)).
A solucdo 6tima, deve atender as condicoes de primeira ordem

Fj(Yj) =0

OF.
Ji(y;)
P, —A——2=0, h=1,..,¢
4 Y 1,
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Interpretacao das condicoes de primeira ordem

OF;(y; OF.(y"
pil_)\*ﬂ:()épﬁ:)\*ﬂ oF,(y?)
i Wi P %k o
g A PBOD W OEG) [ T TR R
" 8’!]]’?1 h 8y],;1, Jsh

A producdo de lucro maximo é um ponto sobre a fronteira de transformac3do no qual, caso
a TMT entre dois bens seja definida, a razdo entre os precos desses dois bens é igual a
taxa marginal de transformacdo entre esses dois bens.
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Funcoes de oferta liquida e de lucro

Seja yj(p) a funcdo que retorna o vetor de producdo liquida que maximiza o lucro da
firma j. Chamamos essa funcdo de funcdo de oferta liquida da firma j, e o h-ésimo
componente do resultado dessa funcao, y;yh(p), de funcdo de oferta liquida do bem h,
h=1,...,¢

A funcdo que retorna o lucro maximo da firma j, dada por

™(p) =P - yi(p),

é chamada func3o de lucro da firma j.
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Maximizacao de lucro com produto uUnico

Se h4 apenas um produto, o problema de maximizacdo de lucro pode ser expresso como
maximizar

¢
Pids = D WhZi s
h=1
dadas as restricoes
qj < fj(zj>7
Z; >0,

no qual ¢; é a quantidade liquida de produto da firma j, f; é a fun¢do de producéo dessa
firma, p; € o preco de seu dnico produto, wy, € o pre¢o do bem h, z; ;, € a quantidade
liquida do bem h empregada como insumo na producdo e z; € o vetor dessas quantidades.
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Maximizacao de lucro com produto tnico (continuacao)

Se os precos do produto e dos insumos sdo positivos, a firma deve atender a restricio
q; < fj(zj) com igualdade. Podemos, entdo substituir essa restricio na funcdo objetivo,
transformando o problema em escolher z; ;, ..., z; , de modo a maximizar

£
Pif (215w 2i0) = D WnZjn,
h=1

obedecendo a restricao
z. > 0.

i
As condicGes de primeira ordem sdo

0f(25) 0f(25)

_ *
=w, casoz;, >0 e p; e,
-]7

. <w,; caso zi, =0.
70z, h d:h
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Exemplos

Encontre a funcdo de oferta liquida e a funcao de lucro para a funcao de transformacao
abaixo:

F(y1,90,y3) = max {0,y;}° + max {0,y,}° + y3
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Maximizacao de lucro com produto unico: interpretacao

*
af(%’) o . - . . .
i = w, é condicdo de igualdade entre o valor do produto marginal do insumo,
Z,
J,h
97(%) e seu preco, w
] aZJVh 1 Yy y h
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Maximizacao de lucro com produto unico: interpretacao

of(z*
: 6( J> = w, é condicdo de igualdade entre o valor do produto marginal do insumo,
Z,
7,k
8f(zj») € seu preco, w
J aijh , Preee, Wh:
L . 8f(zj> Wp, . . .
Dividindo dos dois lados por p;, obtemos 3 = —=, que é a condicdo de igualdade
Z. D
J,h J

entre a produtividade marginal do insumo e seu preco expresso em termos de unidades do
produto (preco real).
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Maximizacao de lucro com produto unico: interpretacao

of(z*
: 6( J> = w, é condicdo de igualdade entre o valor do produto marginal do insumo,
Z,
7,k
8f(zj») € seu preco, w
J aijh , Preee, Wh:
L . 8f(zj> Wp, . . .
Dividindo dos dois lados por p;, obtemos 3 = —=, que é a condicdo de igualdade
Z. D
J,h J

entre a produtividade marginal do insumo e seu preco expresso em termos de unidades do

produto (preco real).
A firma sé ird contratar uma quantidade nula de um insumo caso, quando seu emprego é

zero, sua produtividade marginal seja menor ou igual ao seu preco real.
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Funcoes de demanda de insumos, de oferta e de lucro

As fungdes 25 | (p, W), ... ,z;,z(p, W) que retornam as solucdes do problema de
maximizacdo de lucro funcdo dos precos p e w sdo chamadas funcdes de demanda de
insumos da firma j.
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As fungdes 25 | (p, W), ... ,z;,z(p, W) que retornam as solucdes do problema de
maximizacdo de lucro funcdo dos precos p e w sdo chamadas funcdes de demanda de
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A funcdo
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é chamada funcdo de oferta da firma j.
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Funcoes de demanda de insumos, de oferta e de lucro

As fungdes 25 | (p, W), ... ,z;,z(p, W) que retornam as solucdes do problema de
maximizacdo de lucro funcdo dos precos p e w sdo chamadas funcdes de demanda de
insumos da firma j.
A funcdo

qj(p7 W) = fj (Z;J(pv W)? SER) Z;,E(pv W))
é chamada funcdo de oferta da firma j.
A funcao de lucro da firma j também pode ser calculada como

W(Pj,w) = pjfj(pju W) — WZj(Pja w).
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Exemplos
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Isolucro

Chamamos conjunto de isolucro associado a um vetor de precos p e um plano de
produgdo qualquer y;, o conjunto dos planos de produgdo que geram, aos pre¢os p, 0
mesmo lucro que o plano de produg¢do y’, ou seja o conjunto

{v,eR|p-y;=p ¥}
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Isolucro

Chamamos conjunto de isolucro associado a um vetor de precos p e um plano de
produgdo qualquer y;, o conjunto dos planos de produgdo que geram, aos pre¢os p, 0
mesmo lucro que o plano de produg¢do y’, ou seja o conjunto

{v,eR|p-y;=p ¥}

. ju isolu i - Y, , a
Se y; pertence ao conjunto de isolucro associado a y e ao vetor de precos p, entdo

Py,=py;=p(y,~y;)=0

: . : . A
Para que isso ocorra, os vetores p e y, — y’; precisam ser ortogonais (formar um angulo
reto).
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Linha de isolucro (¢ = 2)

Yij2
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Linha de isolucro (¢ = 2)

Yij2

Y;
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Linha de isolucro (¢ = 2)

Yij2

P2

y; P

Yina
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Linha de isolucro (¢ = 2)

Yina
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Linha de isolucro (¢ = 2)

No caso em que ha apenas dois bens, o
conjunto de isolucro associado ao plano de
produ¢do y’; corresponde, no plano

Yj1 X Yjo. a linha reta que passa pelo
ponto y’ e forma angulo reto com o vetor
de precos p.

Yi
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Linha de isolucro (¢ = 2)

Yj2
No caso em que ha apenas dois bens, o

conjunto de isolucro associado ao plano de
P'Y;>P Y produ¢do y’; corresponde, no plano

Yj1 X Yjo. a linha reta que passa pelo

ponto y’ e forma angulo reto com o vetor

de precos p.

Yi
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Linha de isolucro (¢ = 2)

Yj,2

P'Y;,>P'Y;

PY;<P'Y;

Y1

No caso em que ha apenas dois bens, o
conjunto de isolucro associado ao plano de
produ¢do y’; corresponde, no plano

Yj1 X Yjo. a linha reta que passa pelo
ponto y’ e forma angulo reto com o vetor
de precos p.

Essa linha divide o plano y, | X y, » em dois
semiplanos. No lado dessa linha reta para o
qual o vetor de precos aponta estdo planos
de producdo com lucro superior ao do plano
y;. No lado oposto encontram-se planos de
producdo que geram lucro menor ao gerado

por yj
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Linha de isolucro (¢ = 2)

Yj2
No caso em que ha apenas dois bens, o

conjunto de isolucro associado ao plano de
P'Y;>P Y produ¢do y’; corresponde, no plano

Yj1 X Yjo. a linha reta que passa pelo

ponto y’ e forma angulo reto com o vetor
PY; de precos p.
Essa linha divide o plano y, | X y, » em dois
semiplanos. No lado dessa linha reta para o
p'N qual o vetor de precos aponta estdo planos
Py, <P'Y de producdo com lucro superior ao do plano
y;. No lado oposto encontram-se planos de
producdo que geram lucro menor ao gerado

por yj
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Isolucro (¢ = 3)
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Isolucro (¢ = 3)
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Isolucro (¢ = 3)

No caso de trés bens, o conjunto de
isolucro associado a y é representado
graficamente pelo plano que contém y;eé
ortogonal ao vetor de precos.

Tal plano divide o espaco em dois
semiespacos. O semiespaco aberto na
direcdo para a qual o vetor de precos aponta
contém planos de producdo que, aos precos
considerados, geram lucro maior do que y;.
Os planos de producdo no semiespaco
complementar contém planos de producdo
que geram lucro menor ou igual a y.
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Isolucro — o caso geral

Generalizando nossa interpretacio geométrica, se y*,p € RY, e p > 0, dizemos que o
conjunto

{veR|p-y=p ¥y}
é um hiperplano de R? e que ele divide esse espaco (R’ ) em dois semiespacos, o primeiro
deles, na direcdo apontada pelo vetor p,

{yveR|p-y>p-y'}
e, o segundo, na direcdo oposta,

{yeR|p-y<p-y'}.
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Condicao de lucro maximo e isolucro

Se y; é o plano de producdo que maximiza o lucro da firma j aos pregos p, entdo,
*
Y;€Y;=p-y; <p-yj
Em outras palavras, a solucdo de lucro maximo, y;‘.(p) é caracterizada por

vip)eY; e Y,c{y,eR|p-y,<p-yip)}.
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Interpretacao grafica: o caso de dois bens

Usando o conjunto de producado

y:7~2

Yina
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Interpretacao grafica: o caso de dois bens

- = O conjunto de producdo possui pontos nos
Usando o conjunto de producado

dois semiplanos definidos pela linha de
Yj2 isolucro associada ao vetor de precos p que
passa por y’. Logo, y; ndo € o plano de
producdo de lucro maximo a esse vetor de
precos.

Yia

Py, <P Y,
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Interpretacao grafica: o caso de dois bens

- = O conjunto de producdo possui pontos nos
Usando o conjunto de producado
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Interpretacao grafica: o caso de dois bens
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Usando o conjunto de producado

ois semiplanos definidos pela linha de

d I definid la linha d

§ Yj2 isolucro associada ao vetor de precos p que
o passa por y’. Logo, y; ndo € o plano de

8 producdo de lucro maximo a esse vetor de
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< O plano de produgdo y é o plano de lucro
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W Y/ *
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P Y, <PY,;
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Interpretacao grafica: o caso de dois bens

Usando o conjunto de producado

B Yy
é%
A N,
4 V.
Yi )
AR
Y
he

3,2

Q
i

P Y, <PY,;

Yj

O conjunto de producdo possui pontos nos
dois semiplanos definidos pela linha de
isolucro associada ao vetor de precos p que
passa por y’. Logo, y; ndo € o plano de
producdo de lucro maximo a esse vetor de
precos.

O plano de produgdo y é o plano de lucro
maximo pois

Y;c{y; €R,; p<y; p}.

Note que, nesse ponto, p e VF(y]) tém a
mesma direcdo, o que sé é possivel caso
exista A >0 € R tal que p = AVF(yj)), o
que é a condicdo de primeira ordem.
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Interpretacao grafica: o caso de dois bens

- - O grafico da funcao de producdo é a
Usando a funcdo de producgdo representacio espelhada do trecho eficiente

q; da fronteira de transformacao.

f(zj)
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Interpretacao grafica: o caso de dois bens

O grafico da funcao de producdo é a

Usando a funcdo de producgdo representacio espelhada do trecho eficiente

(]J-

4
4a;

b;q; —wz; =p;q

da fronteira de transformacao.

Esse grafico contém pontos acima da linha
f(z;) de isolucro associada ao emprego da

quantidade 2 do insumo e producdo de g;

unidades de produto. Portanto, tal ponto

nao é de lucro maximo.
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Interpretacao grafica: o caso de dois bens

Usando a funcdo de producdo

U pjg; —wz; = p;q; — w2

. . — ) .= ./.—/ /v
105015 = V2 = 10l — WU

O grafico da funcao de producdo é a
representacdo espelhada do trecho eficiente
da fronteira de transformacao.

Esse grafico contém pontos acima da linha
de isolucro associada ao emprego da
quantidade 2 do insumo e producdo de g;
unidades de produto. Portanto, tal ponto
nao é de lucro maximo.

O lucro é maximizado quando sdo
empregadas 2} unidades de insumo para
produzir ¢; unidades de produto. A curva
de isolucro associada a essa escolha
tangencia por cima o grafico da func3do de
produc3o, o que implica PMg = Z—;.
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Interpretacao grafica: fatia com um insumo e um produto

Fatia do conjunto de producao

/.l/j h

Yjh

Figura assume y; ;, = 5 ;, caso h # heh+h.
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Interpretacao grafica: fatia com um insumo e um produto

Fatia do conjunto de producao
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Interpretacao grafica: fatia com um insumo e um produto

Fatia do conjunto de producao Fatia do grafico da funcdo de producao
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o Yih ' Yih
& 7 f(z)
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1
Figura assume Yjn = y;.,h caso h 7é 7L eh 7& ;7, Figura assume Zjp = Z;-,h caso h 75 h.
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Interpretacao grafica: fatia com um insumo e um produto

Fatia do conjunto de producao Fatia do grafico da funcdo de producao
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Figura assume y; ;, = 5 ;, caso h # heh+h.
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Figura assume 2, ;, = 2 ; caso h # h.
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Figura assume y; ;, = 5 ;, caso h # heh+h.
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Interpretacao grafica: fatia com um insumo e um produto

Fatia do conjunto de producao Fatia do grafico da funcdo de producao
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Figura assume y; ;, = 5 ;, caso h # heh+h.
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Interpretacao grafica: fatia com um insumo e um produto

Fatia do conjunto de producao
OF(y)) OF(y))
Yih ' Yih

; \(any;) aF(y_;:))

/.l/j h

~ i - R
PRY; PV
Ph

P1Y; 5 T P2y, 5 <
plyj,h +p2yj,;1
1

Figura assume y; ;, = 5 ;, caso h # heh+h.
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Interpretacao grafica: fatia com dois insumos

Fatia do conjunto de producao

yj s h

T o
PRY; R TPRY; R=PRY; L TPRY) 5

y.j.h

Figura assume y, ;, =y’ ;, caso h # heh = h.
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Interpretacao grafica: fatia com dois insumos

Fatia do conjunto de producao Fatia do grafico da funcdo de producao

Y, i Z. 3
77, Jsh .
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bj,h
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|
) . . 2 ) . = -
Figura assume y, , =y’ ;, caso h # h e h # h. Figura assume 2, ;, = 2}, caso h # h e h # h.
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Interpretacao grafica: fatia com dois produtos

e b e o
PRY; R TPRY; R=PRY; 1 TPRYS 5,

*
Jh

Assume-se que y; 5, = Y 5, caso h # heh + h.
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Casos mal comportados: nao diferenciabilidade

Fatia do conjunto de producado

yj h

yj h
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Casos mal comportados: nao diferenciabilidade

Fatia do conjunto de producado Fatia do grafico da funcdo de producao
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Casos mal comportados: inatividade

Fatia do conjunto de producao Fatia da funcdo de producao

f(z)

W @y
Yjih Zj.h

Assume-se que y; , = yj j, caso h # heh + h.
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Casos mal comportados: insumo fixo

Yin
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Casos mal comportados: nao convexidade

Fatia do conjunto de producao

N
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/
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Casos mal comportados: nao convexidade

Fatia do conjunto de producao Fatia da funcdo de producao
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Casos mal comportados: multiplos equilibrios

Fatia do conjunto de producao Fatia do grafico da funcdo de producao

yj,h q;
B P = . .
ﬁ?'\\‘ q_] fg(z_])
A
'U]-,/l
hY
KAy
v
" Yn Yik %
d.h YD

26 /33



Casos mal comportados: auséncia de solucao

27/33



Curvas de produtividade de um insumo unico

Funcdo de producdo Produtividades unitarias

4a;

a; = f;(z)

uq.J/uly
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Curvas de produtividade de um insumo unico

Funcdo de producdo Produtividades unitarias
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Curvas de produtividade de um insumo unico

Funcdo de producdo Produtividades unitarias
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Relacao entre produtividades média e marginal

dPM(z) d f(z)
dz,  dz, oz,
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Relacao entre produtividades média e marginal

dPM(z)  d f(z) g —1(2)

- 2

dz, dz, z, 2z,
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Relacao entre produtividades média e marginal

dPM(z)  d f(z) g —1(2)

dz,  dz, z, 22
0f(z) _ f(=)
Oz, N

Zh
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Relacao entre produtividades média e marginal

dPM(z)  d f(z) g —1(2)

dz,  dz, z, 22
0f(z flz
Gl — L2 PMg,(2) — PM,(2)

Zh Zh
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Relacao entre produtividades média e marginal

dPM(z)  d f(z) g —1(2)

dzy, - dz, z, 22
0f(z flz
_ B2 PMg,(2) - PM,,(2)
Zh Zh

Portanto, PM(z) é crescente, decrescente ou maximo ou minimo ou ponto de sela em
relagdo a z; se, e somente se, respectivamente, PMy, (z) > PM,(z),
PMy, (z) < PM,,(z), ou PMg, (z) = PM(z).
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Relacao entre produtividades média e marginal na origem

Se f(z1y.s23-1,0,2p41,...2,) = 0, entdo

PM(Z) — f(Zlu sy Bh—19 Ry Rl e ZE)
“h
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Relacao entre produtividades média e marginal na origem

Se f(z1y.s23-1,0,2p41,...2,) = 0, entdo

PM(z) = F(21s ooy 2h 15 2y Zhgts - 20) — F(Z15 ooy 20150, 215 - 20)
Zh
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Relacao entre produtividades média e marginal na origem

Se f(z1y.s23-1,0,2p41,...2,) = 0, entdo

PM(z) = J(21s ooy 2h 15 2y 2l - z;) : g(zl, s 21,0, 2041, - 2p)
h
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Relacao entre produtividades média e marginal na origem

Se f(z1y.s23-1,0,2p41,...2,) = 0, entdo
PM(z) = F(21s ooy 2h 15 2y Zhgts - 20) — F(Z15 ooy 20150, 215 - 20)
Zh _0
e, portanto
lim PM(z) = lim f(z17-~-7Zh71a0+zh7zh+17-“zé) — f(z15 -, 2,1, 0, 2ty Z0)
2,—0 2,—0 zp, —0
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Relacao entre produtividades média e marginal na origem

Se f(z1y.s23-1,0,2p41,...2,) = 0, entdo
PM(z) = F(21s ooy 2h 15 2y Zhgts - 20) — F(Z15 ooy 20150, 215 - 20)
Zh _0
e, portanto
lim PM(z) = lim f(z17-~-7Zh71a0+zh7zh+17-“zé) — f(z15 -, 2,1, 0, 2ty Z0)
2,—0 2,—0 zp, —0

= PMg(2,..., 21,0, Zh 15 - 2¢)
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Curva de demanda de um insumo unico

Funcdo de producdo Produtividades unitarias
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Inferindo o conjunto de producao

Yj2

N
y;(P1)
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Inferindo o conjunto de producao
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Inferindo o conjunto de producao

Yj2

v;(P2)
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Inferindo o conjunto de producao

Yj2

v;(P2)
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Inferindo o conjunto de producao

Yj2

v;(P2)

3
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Inferindo o conjunto de producao

Yj2

¥;(P3)
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Inferindo o conjunto de producao

Yj2
*
Y_j(pS) < v,
2 ZJ,1
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S
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Inferindo o conjunto de producao
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Inferindo o conjunto de producao
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Inferindo o conjunto de producao
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Inferindo o conjunto de producao

Yj2
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Inferindo o conjunto de producao

Yj2

Seja P o dominio da func3o de oferta. Se
Y, é convexo, entdo,

Yi peP
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Propriedades

Homogeneidade

y;(p) é homogénea de grau zero e m(p) € homogénea de grau 1, ou seja,
Va > 0,y;(ap) =y;(p) e m*(ap)=ar(p)

Lei da oferta

[yi(e) —yi(@")] - (' —p”) <0

Convexidade da funcado de lucro

Vo<a<l wjlap’+(1—a)p’] <amj(p)+ (1 —a)r; (p”)

Lema de Hotteling
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